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PREFACE. 


Jai essayé de rédiger les présentes Lecons dans un esprit 
conforme a celui des programmes de la classe de Mathématiques 
spéciales, tels quils ont été arrétés, en 1904, aprés entente entre 
les représentants des Ministéres intéressés. Je me suis appliqué, 
de mon mieux, a rendre les choses visibles, a éviter les détours 
subtils et Pabus du formalisme, a écarter les propositions par- 
tuculiéres qui n’intéressent que les curieux, ou les généralités 
sans application, a pousser enfin les théories jusqu’a la réalisa- 
tion numérique. 

Toutefois, lorsqu’il m’est arrivé de laisser de cété certains 
raisonnements, indispensables pour établir un théoréme en toute 
rigueur logique, j’ai cru devoir en avertir le lecteur et lui signaler 
les difficultés ou les lacunes. J’ai horreur d’un enseignement qui 
n’est pas toujours sincére : le respect de la vérité est la premiere 
lecon morale, sinon la seule, qu’on puisse tirer de l'étude des 
sciences. Sans doute, il y a des demonstrations qui ne sont pas 
rigoureuses et qui sont excellentes, parce qu’elies laissent dans 
esprit une image qui ne s’efface pas, que on voit en méme 
temps que la proposition, et dont la clarté suffit a guider dans 
les applications; si elles présentent quelque lacune, il faut le 
savoir, et il est bon de savoir ou est cette lacune. Aussi bien 
dans la vie pratique que dans la spéculation, il importe de dis- 
tinguer ce que l’on comprend avec certitude, ce dont on est 


justement persuadé, ce que l’on croit; il est bon de distinguer 


VI PREFACE. 
les choses que l’on posséde enti¢rement et celles dont on peut 
user, sous certaines conditions. 

Je n’avais ni la place, ni les connaissances nécessaires pour 
indiquer partout, d’une facon sire, la filiation historique des 
idées : je n’ai fait nulle histoire et je le regrette. Sauf quelques 
noms consacrés par l'usage, j’ai évité les noms propres; I’habi- 
tude d’accoler un nom a toutes les propositions me semble un 
abus qui n’a rien a faire avec lhistoire. Lors méme que cette 
habitude est consacrée, elle ne va pas sans inconvenient : il est 
facheux qu’un éleve de Mathématiques spéciales ne connaisse 
Descartes que par la régle des signes, Newton que par la mé- 
thode @approximation ou la formule du binome et qu'il soit 
tenté de regarder Rolle comme un aussi grand mathématicien 
que Descartes ou Newton. Je n’ai point cité davantage, bien 
quwils fussent souvent d’excellents géometres, les auteurs des 
démonstrations ou des améliorations a des démonstrations ante- 
rieures : 11 m’aurait été parfois difficile de distinguer entre les 
souvenirs de mes lectures, de mes conversations avec mes 
maitres, mes collegues ou mes éleves ('). Ne pouvant le faire 
partout, je ne lai fait nulle part. 

N’ayant cité personne, je dois m’excuser d’autant plus d’avoir 
souvent renvoyé le lecteur a mon [ntroduction a la théorie des 
fonctions d’une variable (7). Ce dernier livre a été écrit avec 


des préoccupations tout autres que les présentes Lecons. Je me 


(1) Ceux-ci ont été naturellement mes collaborateurs par les legons que je 
leur entends faire a l’Ecole normale, depuis plus de vingt ans. Par exemple, 
les n° 84 et 165-170 ont été redigés d’aprés une lecon de M. Sibuet, que la 
mort a enleyé trés jeune a l’enseignement et a la Science. 

(?) Je dois remercier M. Hermann, l’éditeur de cette Jntroduction, pour la 
liberté qu'il m’a laissée de développer 4 nouveau plusieurs sujets que j’y avais 
traités. 


PREFACE. Vil 
suis propose d’y présenter les choses, sous une forme abstraite, 
avec une entiére rigueur logique : cette rigueur est indispensable 
quand on veut pénétrer dans certains domaines de la Science, 
ou celui qui prétendrait s’en passer commettrait & coup sir les 
plus lourdes erreurs; celles-ci ne sont guére a craindre, au moins 
actuellement, dans les applications des Mathématiques, et il 
n’est pas mauvais, en commencant, de ne pas se laisser paralyser 
par laterreur d’y tomber : quelques lecteurs, toutefois, peuvent 
déesirer connaitre le complement d’un raisonnement, la suite 
dune théorie : c’est a ce désir possible que j’ai voulu répondre. 

En achevant la rédaction, j’ai ¢té quelque peu effrayé de la 
longueur de mon manuscrit : je voudrais me persuader que cette 
longueur tient a l’abondance des explications et au nombre des 
exemples : je serai heureux si le lecteur trouve trop facile la 
lecture de ces Lecons et s’il juge qu’il aurait bien pu traiter seul 
les exemples que j’ai développés. Toute briéveté a son meérite, 
méme la briéveté verbale, que je n’ai nullement cherchée; mais 
la veritable briéveté n’est pas celle-la : le parfait enseignement 
serait, A mon sens, un enseignement tel que celui qui l’a recu et 
qui se l’est complétement assimilé s’étonne du peu de place que 
tiennent dans sa propre pensée les principes fondamentaux, les 
théories qui s’en déduisent, les méthodes quien résultent, parce 
que ces principes sont si clairs, ces déductions si naturelles, ces 
méthodes si aisées qu'il peut a chaque instant les retrouver sans 
effort. Est-il besoin de dire que je n’ai nullement la prétention 
de m’étre approché de cet idéal, méme de loin? 


Jones TANNERY. 


Bertholéne, 16 septembre 1909. 
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LECONS 


DALGEBRE ET D'ANALYSE. 


CHAPITRE I. 


NOTION DE COUPURE. NOMBRES IRRATIONNELS. CALCUL DES RADICAUX. 
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES, NEGATIFS, IRRATIONNELS. 


§ 14. — DEFINITION DES NOMBRES IRRATIONNELS. OPERATIONS 
SUR CES NOMBRES. 


1. Je suppose acquises les regles relatives au calcul des nombres 
entiers, des nombres fractionnaires, des nombres relatifs (') dont 
la valeur absolue est un nombre entier ou une fraction a termes 
entiers. Ces nombres, y compris 0, sont dits rationnels. De tels 
nombres, si on les combine par addition, soustraction, multiplica- 
tion, division (la division par o étant exclue) reproduisent toujours 
des nombres rationnels. 

Au point de vue pratique, ces nombres suffisent a la mesure des 
grandeurs; le probleme pratique de la mesure d’une grandeur, de la 
longueur d’une droite limitée, par exemple, n’est pas completement 
déterminé : on peut substituer a cette droite, qui n’est d’ailleurs 
quimparfaitement délimitée, une autre droite qu’on ne saurait dis- 
cerner de la premiere : il ya ainsi une infinité de nombres rationnels, 


trés rapprochés les uns des autres, qui peuvent servir a mesurer la 


(1) C’est sous ce nom que je désignerai les nombres positifs et négatifs. 


hie I 


2 CHAPITRE I. 


méme. longueur; comme le résultat des opérations arithméuques 
change trés peu quand on change trés peu les données, peu importe 
celui des nombres que l’on choisit pour la mesure, lors méme que ce 
nombre doit étre soumis a certains calculs : c’est par des raisons de 
commodité qu’on décide le choix; on ne conserve, par exemple, 
qu'un certain nombre de décimales. 

Les nombres rationnels permettent aussi de résoudre avec telle 
approximation qu’on voudra des problemes comme celui-ci : trouver 
un nombre dont le carré soit égal & »; mais les nombres rationnels 
ne suffisent a résoudre exactement ni ce dernier probleme, ni le pro- 
bleme théorique de la mesure des grandeurs, puisque la Géométrie 
met en éyidence l’existence de grandeurs incommensurables entre 
elles. 

Les explications qui suivent (n°*2,3,..., 7) ont pour but de préparer 
la définition des nombres irrationnels, dont Pintroduction conduit a 
une solution exacte de ces problémes et d’autres analogues : ces 
nombres sont, comme on le verra, une facon de parler plutot qu'une 
réalité; cette facon de parler, qui condense en un seul mot Vinfinité 
des solutions approchées, permet de donner une forme simple a des 
raisonnements parfaitement rigoureux. Jusqu’a ce que la définition 
des nombres irrationnels ait été donnée (n°*8, 9), les nombres dont il 


sera question seront des nombres rationnels. 


2. Etant donné un nombre rationnel positif (non nul), il est tou- 
jours possible de trouver un nombre rationnel positif plus petit que 
lui; il suffit, en effet, si le nombre proposé est donné sous forme 
dune fraction a termes entiers, d’augmenter le dénominateur de cette 
fraction. 

Il y a en particulier des nombres décimauz, autres que 0, com- 
portant un nombre limité de chiflres décimaux et plus petits que 
tel nombre positf @ que l’on youdra : on peut prendre en eflet le 


: L 1 
nombre naturel (') 7 assez grand pour que l’on ait 10% > —, — <a. 
a ey 


Entre deux nombres rationnels distincts a, 6, il y a d'autres 


(') Les nombres naturels sous les nombres de la suite naturelle 1, 2, 3, ...,a 
Yexclusion du nombre o. Les nombres entiers sous les nombres 0 et +1, +2, 
+ 3 


== 05 
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nombres rationnels; si l’on suppose a < b, on les obtiendra en ajou- 
tant a @ un nombre rationnel plus petit que le nombre positif 6 — a. 

Soit ¢ un nombre rationnel compris entre a et 6; PArithmétique 
enseigne a trouver des nombres décimaux (') qui different de c aussi 
peu qu’on veut, dont la différence avec c soit en particulier moindre 
que c—a et que 6b—c: un tel nombre est forcément compris 
entre @et 6; entre deux nombres rationnels quelconques il y a des 
nombres décimaux. 


3. Considérons un axe X’X, c’est-a-dire une droite indéfinie sur 
laquelle on a fixé Vunité de longueur et le sens positif. Cette unité et 
ce sens sont représentés par un vecteur unité UV place sur la 


Fig. 1 
as Se) 
a 0 M xX 
U Vv 


droite X’X ou sur une paralléle a cette droite : la longueur de ce 
vecteur est l'unité de longueur, son sens (de U vers V) est le sens 
positif; je supposerai que ce sens soit celui de la gauche vers la 
droite. Je supposerai enfin qu’on ait pris sur Paxe une origine O. Un 
tel axe nous servira, tout le long de ce Chapitre, a figurer soit les 
nombres rationnels, soit ces nombres irrationnels qu'on se propose 
de définir. 

Si on considére un point M de l’axe, autre que le point O, deux 
cas peuvent se présenter : ou le segrnent (?) OM est commensurable 
au segment UV, ou il lui est incommensurable. 

Dire que les deux segments OM et UV sont commensurables, c'est 
dire qu’il existe un segment (leur commune mesure) qui est contenu 


(') En parlant ici et plus loin dun nombre décimal, j’entends toujours parler 
dun nombre comportant un nombre limité de chiffres décimaux, Un nombre décimal 


A ‘ ; 
est de la forme —, ot A est un nombre entier et n un nombre naturel. 
10 


(2) Dans le cours de ce Livre, les mots segment de droite ou segment seront pris 
avec la signification de droite limitée, abstraction faite de tout sens de parcours. Un 
segment dont on distingue lorigine et l’extrémite, auquel on attribue ainsi un sens 
de parcours, devient un vecteur. 
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exactement un nombre entier de fois dans OM et dans UV, par 
exemple p fois dans OM et ¢ fois dans UV; lamesure du segment OM 
; 
est alors £. 
. @) . 
Le nombre relatif dont la valeur absolue est A et dont le signe 


est + ou —, suivant que le point M est a droite ou a gauche du 
point O, est l'abseisse du point M : cette abscisse est rationnelle. 

Dire que les segrnents OM et UV sont incommensurables entre 
eux, c’est dire qu il n’existe aucun segment de droite qui soit contenu 
exactement un nombre entier de fois dans OM et dans UV: sil en 
est ainsi, l’abscisse du point M n’est pas définie pour le moment. 

A chaque point M, tel que le segment OM soit commensurable 
a UV, correspond un nombre relatif, son abscisse : ce nombre serait o 
si le point M était en O. Inversement, a chaque nombre relatif @ 
correspond un point A, dont labscisse est a : si la valeur absolue 


de aest”» on obtient ce point A en divisant le segment unité UV 
q 


en g parties égales et en portant bout a bout sur laxe p de ces 
parties, @ partir du point O, vers la droite ou vers la gauche, suivant 
que aest positif ou négauf; Pextrémité de la p'*™* partie est le point A. 
Si a, b sont deux nombres rationnels et A, B les points dont ils 
sont les abscisses, le point A sera a droite ou a gauche du point B 
suivant que l’on aura a> 6, ou a< b. Le nombre 6 —a est dans 
tous les cas léquivalent algébrique du vecteur AB, e’est-a-dire 
Pabscisse de B quand on prend A pour origine sur laxe. Si A, B, C 


sont trois points d’abcisses rationnelles, on a 


AC = AB-+ BC, 


en désignant par AB, BC, AC les équivalents algébriques des vec- 


teurs AB, BC, AC. : “ 


4, Supposons que le segment OM soitincommensurable a UV. Sia 
est un nombre rationnel quelconque, il sera labscisse d’un point A 
qui ne pourra coincider avec M, qui sera donc a gauche de M, oua 


(') Vemploierai, a occasion, les mots au dela ou en deca avec la méme signifi- 
cation que @ droite ou a gauche. 
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droite : rangeons dans une premiére classe tous les nombres 
rationnels qui sont les abscisses de points situés 4 gauche de M, dans 
une seconde classe, tous les nombres rationnels qui sont les abscisses 
de points situés a droite de M; il est clair que chaque nombre 
rationnel a sa place dans lune ou l’autre des deux classes, et que 
chaque nombre de la premiére classe est plus petit que chaque 
nombre de la seconde classe. 

Je désignerai sous le nom de coupure (des nombres rationnels) 
tout procédé qui permet de séparer tows les nombres rationnels en 
deux classes, telles que chaque nombre de la premiére soit inférieur 
a chaque nombre de la seconde. 

On verra tout a lheure que, lorsque OM est incommensurable 
a UV, il n’y a pas dans la premiére classe de nombre qui soit plus 
grand que les autres nombres de cette classe, et qu'il n’y a pas dans 
la seconde classe de nombre qui soit plus petit que les autres 
nombres de cette classe. 

Lorsque OM est commensurable a UV, le point M a une abscisse 
rationnelle m; on peut bien ranger tous les nombres rationnels 
autres que m en deux classes, contenant, comme toutal’heure, l'une 
tous les nombres rationnels qui sont les abscisses de points situés a 
gauche de M, c’est-a-dire les nombres rationnels plus petits que m, 
et l'autre tous les nombres rationnels qui sont les abscisses de points 
situés a droite de M, c’est-a-dire les nombres rationnels plus grands 
que m; mais le nombre rationnel m échappe lui-méme a la classifica- 
tion : on n/a pas une coupure au sens qui vient d’étre donné a ce 
mot; pour obtenir une telle coupure, il faut placer le nombre 
rationnel m, soit dans la premiére classe, soit dans la seconde; tous 
les nombres rationnels sont alors séparés en deux classes, et chaque 
nombre de la premiére est plus petit que nimporte quel nombre de 
la seconde : dans le premier cas m est le plus grand des nombres de 
la premiére classe, dans le second, m est le plus peut des nombres 


de la seconde classe. 


5. Soit UV’ un segment commensurable a UV et x le nombre 
rationnel positif qui en mesure la longueur; si lon se donne le 
nombre 2, on peut construire le segment UV’. On a vu plus haut 
que, si petit que soit un nombre rationnel ¢, il y a des nombres 
rationnels % plus petits que lui. De méme, si l’on se donne un 
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segment de droite quelconque PQ, on peut trouver un segment UV’, 
cominensurable a UV, qui soit plus petit que PQ; il suffira pour 


Fig. 2. 


cela de diviser UV en un nombre & de parties égales, assez grand 
pour que. ces parties soient plus petites que PQ ('); lune d’elles 
pourra étre prise pour UV’, sa mesure sera % = x 

Ceci posé, imaginons qu’on ait marqué sur l’axe tous les points 
dont l’abscisse est de la forme nz, n étant un nombre entier posilif, 
nul, ou négatif > je désignerai en général par A,, le point dont 
Pabscisse est na; Ay n’est autre que le point O, les points A,, Awe 
Ay pe ney C une part, Ay, Ajy, Acs 5. de-lautre, s obtienntentsen 
portant bout a bout a parur du point O, vers la droite, ou vers la _ 
gauche, des segments égaux 4 UV’; j’appellerai tous ces points les 
points A. lly a des points A en deca et au dela de n’importe quel 
pomt de Vaxe (#). Un point quelconque de l’axe est compris entre 
deux points A consécutifs ou coincide avec un point A. 

Considérons sur l’axe deux points quelconques R, S: on peut 
supposer le segment UV! (commensurable 4 UV) plus petit que le 
segment RS; sil en est ainsi, il y a forcément un point A entre R 
et S; l’abscisse de ce point étant rationnelle, on voit qu’il y a sur 
Paxe, entre deux points quelconques, aussi rapprochés qu’on veut, des 
points d’abscisse rationnelle ; il y a done de tels points aussi prés qu’on 
voudra d'un point de axe, soit en deca, soit au dela. En particulier, 


I 


en prenantle nombre z de la forme —, on voit quwil y a, aussi pres 


Io? 
qu’on voudra de n’importe quel point de Vaxe, des points dont 
Pabscisse est un nombre décimal, avec un nombre limité de chiffres; 
cest d’ailleurs ce qui apparaitra clairement au lecteur s’il veut bien se 


> 


(*) Que cela soit possible, c’est un postulat qui est contenu dans Vidée vague de 
ligne droite. 

be) ‘ 

(*) Gest encore 1a un postulat du méme genre que celui qui a été signalé plus 
haut. 
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représenter axe X’X comme une sorte de régle divisée en metres, 
décimétres, centimetres, etc. Le mot métre est pris ici avec le sens 
@unité de longueur. 

Soit M un point quelconque de la droite; on vient de dire que 
ce point tombe entre deux points A consécutifs, ou sur un point A, 
Ce dernier cas ne peut pas se présenter quand OM est incommensu- 
rable a UV, et cela quels que soient le segment UV! (commensurable 
a UV), ou le nombre rationnel «. 

Si le point M tombe entre deux points A consécutifs, je désignerai 
par A, celui qui est en deca de M, par A,4, celui qui est-au dela; 
les abseisses de ces points, situés un et l’autre a une distance du 
point M inférieure a UV’, seront nz et (rn +1)2; ne est, par défini- 
tion, la valeur approchée de l’abscisse du point M, a prés, par défaut ; 
(72 + 1)aest la valeur approchée de Vabscisse du point M, a  prés, par 
exces. Dans le cas exceptionnel ot le point M tombe sur lun des 
points A, sur le point Ay, par exemple, dont Vabscisse est na, on 
confond la valeur approchée de Vabscisse 4 « prés, par défaut, avec 
la valeur exacte de cette abscisse; la valeur approchée, a pres, par 
exces, est toujours (7 +1). Dans tous les cas la yaleur approchée de 
Vabscisse du point M, a prés, par défaut, est le plus grand multiple 
de « qui soit labscisse d’un point de l’axe situé en deca du point M, 
ou coincidant avec le point M; la valeur approchée, a pres, par 
exces, est le plus petit multiple de x qui soit labscisse d’un point 
de axe, situé au dela du pomt M. i 

Dans les expressions na, (n + 1)a de ces valeurs approchées, m est 
un entier positif, nul ou négatif; les mots plus grand et plus petit 
qu’on a employés plus haut ont leur signification algébrique, en sorte 
que, sin est négatif, la valeur approchée par excés, (m + 1)a, est plus 
petite, en valeur absolue, que la valeur approchée par défaut. 

Il convient encore de remarquer que les valeurs approchées, a 2 
pres, de Vabscisse du point M sont ainsi définies avant que cette 
abscisse ait elle-méme été définie, lorsque OM est incommensurable 
a’ UV. Lorsque OM est commensurable a UV, les nombres nz, 
(nm +1)% sont bien les valeurs approchées du nombre m, abscisse du 
point M, au sens de PArithméuque, au moins lorsque m est positif; 
lorsque m est négatif, ’extension est toute naturelle. 

Placons-nous dans le cas ot) OM est incommensurable a UV, et 


reportons-nous ala séparation des nombres rauonnels en deux classes, 
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qui a été décrite au n° 4; 


; quel que soit le nombre rationnel positif «, 


ou le segment UV’ commensurable a UV, la valeur approchée par 
défaut, na, sera l’abscisse d’un point A, situé en deca de M; la valeur 
approchée par excés, (n +1), sera Vabscisse d’un point A, , situé 
au dela de M: nx appartiendra ala premiére classe, ce sera le plus 
grand multiple de « contenu dans cette classe; (m + 1)a apparuendra 
ala seconde classe, ce sera le plus petit multiple de « contenu dans 
cette classe; puisque # peut étre pris aussi petit qu’on le veut, on 
voit qu’il y a dans la premiére classe d’une part, dans la seconde 
classe de l’autre, des nombres qui different entre eux aussi peu qu’on 
le veut. 

Il n’y a pas dans la premiére classe de nombre qui soit plus grand 
que tous les autres nombres de cette classe. Un nombre 7 de cette 
classe est en effet l’abscisse d’un point R de Vaxe situé en deea du 
point M; entre R et M, il y a des points d’abscisse rationnelle : or 
Pabscisse d’un tel point est plus grande que 7, et elle appartient a la 
premiere classe. De méme, il n’y a pas, dans la seconde classe, de 
nombre qui soit plus petit que tous les autres nombres de cette 
classe. 


6. Les considérations qui précédent sont purement théoriques : les 
opérauions que lon a décrites ne sont pas réalisables; on ne peut 
pas diviser eflecuvement un segment donné en un nombre de parties 
égales aussi grand qu’on le veut : au-dessous d’un certain degré de 
pelitesse on ne pourra plus distinguer le segment UV’; on ne pourra 
plus distinguer les points A,, A,,, du point M; les segments UV, 
OM ne peuvent pas étre délimités exactement. C’est sur une droite 
idéale, sur une droite et des points géométriques, que l’on a raisonné, 
non sur des éléments réalisables. 

Il y a quelque chose d’un peu choquant a parler d’opérations irréa- 
hsables comme si l’on pouvyait les effectuer, et il y a lieu de reprendre 
les considérations précédentes sur un probléme purement arithmé- 
tique, ot on les retrouvera dans tout ce qu’elles ont d’essentiel. La 
définition des nombres irrationnels se trouvera ainsi convenablement 
préparée. 

Dans le numéro qui suit, les nombres dont il sera question seront 
de ceux que l’on considére en Arithmétique; ils ne seront jamais 


r 


négauifs; je me dispenserai de toujours dire nombres posétéfs; quand 
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il sera question d’une différence entre deux nombres, on devra en- 
tendre la différence entre le plus grand et le plus petit. 


7. J’emprunterai 4 l’Arithmétique les propositions et notions que 
voici : 

Il y a des nombres rationnels qui ne sont le carré d’aucun nombre 
rationnel ; 

Etant donné un nombre quelconque, on sait trouver sa racine 
carrée a une unilé prés, par défaut, c’est-a-dire le plus grand nombre 
entier dont le carré soit inférieur ou égal au nombre donné ; 

La racine carrée d’un nombre A, a « prés, par défaut, est un 
nombre de la forme na, ott n est un nombre entier positif ow nul, 
qui vérifie les inégalités 


(na)?SA<[(n+1)a]?; 


ce nombre entier 7 est entiérement déterminé quand on se donne A 
Rate . ee ory : ; A 
eta; c’est la racine carrée, a une unité pres, par défaut, du nombre 


ou de sa partie entiére ; (m +1) est la racine carrée aa pres, par exces. 

Supposons, par exemple, qu’on prenne A = 2, le probléme qui 
consiste a trouver un nombre rationnel dont le carré soit égal a 2 est 
insoluble. 

Le carré d’un nombre rationnel quelconque étant plus petit ou plus 
grand que 2, on peut ranger les nombres rationnels en deux classes 
dont la premiére contient tous les nombres dont le carré est moindre 
que 2, dont la seconde contient tous les nombres dont le carré est 
plus grand que 2; il est clair que tout nombre de la premiere classe 
est moindre que n’importe quel nombre de la seconde, puisque le 
carré du premier nombre est moindre que le carré du second. 

Soit 2 un nombre rationnel quelconque; les racines carrées de 2, 
aa pres par défaut et par exces, sont les nombres na, (m+ 1)%, oun 
estun nombre entier positif ou nul tel que lon ait 


(n2z)?<2<[(n+1)a]?. 


[Il n’y a pas lieu, ici, d’écrire (na)? 2, puisque légalité (na)? 2 
est impossible.| a est le plus grand multiple de « qui figure dans la 
premicre classe, (rn +1) le plus petit multiple dea qui figure dans 
la seconde; puisque « peut étre supposé aussi petit quon veut, il ya 
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des nombres appartenant a l'une et a l’autre classe et qui different 
entre eux aussi peu qu’on le veut. 

Les différences entre 2 et les nombres (na)? et [(m + 1)a]? sont 
moindres que (n + 1)?42— n?a*= (2na-+ 4), moindres par consé- 
quent que (2na+1)a, si lon. suppose a<1 et, @ fortiori, que 
(2a@+1)a, si Pon désigne par @ un nombre dont le carré est plus 
grand que 2 et qui, par suite, est plus grand que nz. Dans les rai- 
sonnements qui suivent on prendra pour @ un nombre fixe quel- 
conque, qui satisfasse a la condition précédente. 

Pour que (2@+1)% soit inférieur a un nombre ¢, il suffit de 
prendre 4< 5 pouryu quil en soit ainsi, la différence entre 2 


et (na)?, ou (n+ 1)?a7, sera moindre que ¢; on peut done trouver, 
tant dans la premiére classe que dans la seconde, des nombres dont 
le carré différe de » aussi peu qu’on le veut : si le probleme qui con- 
siste a trouver un nombre dont le carré soit égal a 2 est insoluble, i 
peut cependant étre résolu avec Vapproximation qu’on veut. 

I] n’y a pas dans la premiére classe de nombre qui soit plus grand 
que tous les autres nombres de cette classe, car sil y avait un tel 
nombre 7, on aurait 7?< 2, puisque le nombre + appartient a la pre- 
miére classe; or, on pourrait trouyer dans cette méme classe un 
nombre 7’ tel que on ett 2 — //?< 2 — r?, pulsqu’on peut trouver 
des nombres dont le carré approche de 2 plus que ne fait r?: cette 
inégalité implique 7’ > r. On démontrerait de méme qu’il ne peut y 
avoir dans la seconde classe de nombre qui soit plus petit que tous 
les autres nombres de cette classe. 

Lorsque l'on se donne le nombre a, le nombre entier positif n qui 
vérifie la condition (na)?*<2<[(m+ 1) |? est parfaitement déter- 
-miné,.ainsi que les nombres na, (n+ 1)a, les racines carrées de 2, 


par défaut et par excés aa prés; quand «change, tous ces nombres n, 


na, (n+1)% changent : les quantttés 2—n?a?, (n+1)0?—2 
moindres que (2a@ + 1)4, si # est moindre que 1, restent aussi petites 
quon le veut, pourvu qu’on prenne ~ suffisamment petit; c’est ce 
qu’on exorime en disant que 2 est la limite des quantités (na)?, 


(1s 1) et quand x tend vers o. 


8. Définition des nombres irrationnels. — J’arrive maintenant a la 


définition des nombres irrationnels. Supposous qu'on donne une 
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regle qui permette de décomposer ¢ous les nombres rationnels en 
deux classes, telles que les nombres de la premiére classe soient plus 
petits que nimporte quel nombre de la seconde classe; on aura réa- 
lisé ce quia été appelé plus haut une coupure. Il est,a peine utile de 
formuler les trois observations suivantes, tant elles sont évidentes : si 
un nombre rationnel a@ appartient a la premiére classe, il en sera de 
méme de tout nombre rationnel 6 plus petit que a; car si 6 n’appar- 
tenait pas a la premiére classe il appartiendrait a la seconde et, par 
conséquent, @ devrait étre plus petit que lui. Si un nombre ration- 
nel a appartient a la classe supérieure, il en est de méme de tout 
nombre rationnel 0’ plus grand que a’. Tout nombre de la seconde 
classe est plus grand que n‘importe quel nombre de la premiere. 


Divers Cas peuvent maintenant se presenter. 


[. Il peut se faire qu'il n’y ait pas, dans la premiére classe, de 
nombre plus grand que tous les autres nombres de cette classe et 
qu il n’y ait pas dans la seconde classe de nombre plus petit que tous 
les autres nombres de cette classe; c’est ce qui arrive quand on range 
dans la premiére classe les nombres rationnels négauifs, le nombre o, 
tous les nombres rationnels positifs dont le carré est moindre que 2; 
dans la seconde classe tous les nombres rationnels positifs dont le 


carré est plus grand que 2. 


Ul. Il peut se faire quil y ait dans la premiére classe un nombre 
plus grand que tous les autres nombres de cette classe et qu'il n’y ait 
pas dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe. C’est ce qui arrivera si Von range dans la 
premiere classe le nombre 3 et tous les nombres rationnels plus 
petits que 3, dans la seconde classe tous les nombres rationnels plus 
grands que 3. 

Soit A un nombre quelconque de cette seconde classe : entre A ets 
il y a des nombres rationnels, qui appartiennent a la seconde classe 
puisqu’ils sont plus grands que 3; il y a donc, dans la seconde classe, 
des nombres plus petits que A : il ne peut pas y avoir, dans la seconde 
classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres nombres de 


cette classe. 


IU. [Il peut se faire qu'il n’y ait pas dans la premiére classe de 


nombre plus grand que les autres nombres de cette classe, mais qu’il 
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y ait dans la seconde classe un nombre plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe. C’est ce qui arriverait si l’on rangeait dans la 
premieére classe tous les nombres rationnels plus petits que 3, dans la 
seconde le nombre 3 et tous les nombres rationnels plus grands que 
lui. Le méme raisonnement que tout a l’heure montrerait alors qu’il 
ne peut y avoir dans la premiére classe de nombre qui soit plus grand 


que tous les autres nombres de cette classe. 


IV. Il ne peut pas se faire qu’il y ait a la fois dans la premicre 
classe un nombre A plus grand que tous les autres nombres de cette 
classe, et dans la seconde classe un nombre B plus petit que tous les 
autres nombres de cette classe. S’il en était ainsi, en effet, le 
nombre B, de la seconde classe, serait plus grand que le nombre A, 
de la premiére classe. Entre les nombres rationnels A et B il y aurait 
des nombres rationnels qui ne pourraient appartenir ni a la premiere 
classe, puisqu’ils dépassent le plus grand A des nombres de cette 
classe, ni a la seconde classe, puisqu’ils sont moindres que le plus 
peut B des nombres de cette classe. Tous les nombres rationnels 


n’auraient donc pas été rangés dans les deux classes. 


9. Il convient de dire que, dans le cas II, la coupure définit précisé- 
ment le nombre rationnel qui est le plus grand des nombres de la 
premiere classe; que, dans le cas III, la coupure définit précisément le 
nombre rationnel qui est le plus petit des nombres de la seconde 
classe; que, dans le cas I, la coupure définit un nombre trrationnel 
qui, par définition, est regardé comme plus grand que tous les 
nombres de la premiere classe, et comme plus petit que tous les 
nombres de la seconde classe, comme compris entre un nombre 
quelconque de la premiére classe et un nombre quelconque de la 
seconde classe. 

Ainsi la séparation de tous les nombres rationnels en deux classes, 
dont la premiére comprend les nombres négatifs, le nombre o, les 
nombres positifs qui ont un carré moindre que 2, et dont la seconde 
contient tous les nombres positifs dont le carré est plus grand que 2, 
définit un nombre irrationnel, que l’on appelle la racine carrée de 2, 
et que l’on représente par le symbole \/2. 


Bien entendu, il n’est pas actuellement permis de dire que le carré 
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de ce nombre soit égal 4 2 : on n’a pas encore dit ce qu’était le carré 
d’un nombre irrationnel. 

De méme, si l’on considére sur l’axe X'X un point M tel que le 
segment OM soit incommensurable a UV, ce point permet de définir 
une coupure appartenant au type et, par conséquent, un nombre 
irrationnel : ce nombre est l’abscisse du point M. 

Il ne sera pas inutile de remarquer qu’un point quelconque M sur 
Vaxe X’X partage cet axe en deux demi-droites (D), (D’) qui s’étendent 
indéfiniment, l'une vers la droite, l'autre vers la gauche : si l’on 
veut considérer ces deux demi-droites comme entiérement distinctes, 
comme n’ayant aucun paint commun, il faut regarder le point M lui- 
méme comme appartenant a l’une des demi-droites et n’appartenant 
pas a l'autre, ou bien comme n’appartenant ni a Pune ni a l’auire. 
Dans le premier cas, chaque point de Paxe X’X appartient a lune 
des demi-droites, et seulement a une. Dans le second cas, chaque 
point de axe, sauf le point M, appartient a Pune des demi-droites 
et seulement a une. 


10. En adoptant la facon de parler que Pon a expliquée plus haut, 
on yoit qu’a chaque point M de laxe X’X correspond un nombre 
rationnel ou irrauonnel. A un nombre rationnel donné correspond 
de méme un point que ]’on sait construire. Y a-t-il aussi un point qui 
corresponde 4 un nombre irrationnel donné, c’est-a-dire a une cou- 
pure du type I? 

La réponse affirmative a cette question est, au fond, un postulat 
qu il n’y a pas lieu de démontrer, mais que l’on peut illustrer par une 
image, un peu grossiére, qui suffira, sans doute, a convaincre le lec- 
teur que ce postulat est conforme a l’intuition vague que nous avons 
de la ligne droite. Dans cette image, on parlera de points bleus, 
blancs, rouges. I] est a peine utile d’insister sur ce qu'il ya de vicieux 
dans cette facon de parler : un point géométrique, sans dimensions, 
ne peut étre coloré. 

Quoi qwil en soit, supposons qu’on ait défini une coupure quel- 
conque, qui permette de séparer tous les nombres rationnels en deux 
classes, chaque nombre de la premiére étant plus petit que n’importe 
quel nombre de la seconde. Cette coupure peut d’ailleurs appartenir 
a Pun ou lautre des types I, I, III. 

Jimagine qu’on marque en bleu chaque point de l’axe X/X dont 
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Vabscisse est un nombre (rationnel) de la premiere classe, et qu'on 
colore en bleu toute la partie de l’axe qui est en deca d'un tel point, 
puis qu’on marque en rouge chaque point de l’axe dont l’abscisse est 
un nombre (rationnel) de la seconde classe, et qu'on colore en rouge 
toute la partie de l’axe qui est au dela d’un tel point; enfin, que lon 
appelle point blanc, tout point (sil y ena) qui u’a été coloré ni en 
bleu ni en rouge. 

Tout point d’abscisse rationnelle est rouge ou bleu. 

Chaque point bleu est en deca de nimporte quel point rouge; la 
partie bleue et la partie rouge n’empiétent pas lune sur l'autre. 
Entre ces deux parties de la droite il n’y a pas d’intervalle blanc, 
il ne peut méme pas y avoir deux points blanes, car entre ces deux 
points, s‘ils existaient, devraient se trouver des points d’abscisses 
rationnelles, rouges ou bleus; sil y avait, par exemple, un point bleu, 
celui des deux points blancs qui est en deca de ce point bleu aurait du 
étre coloré en bleu :il ne peut donc y avoir sur l’axe qu'un seul point 
blanc. 

Quoi qu'il en soit, la facon méme dont la droite est séparée en 
une partie bleue et une partie rouge définit un point, soit qu’on 
regarde ce point comme étant bleu et limitant a droite la partie bleue 
(coupure du type II), soit qu’on le regarde comme étant rouge et 
limitant a gauche la partie rouge (coupure du type IIL), soit qu’on. le 
regarde enfin comme étant blanc et séparant la partie bleue de la 
partie rouge (coupure du type I). Dans ce dernier cas, le seul qui 
nous intéresse pour la réponse a la question posée, le postulat que 
jai prétendu illustrer par cette image revient a affirmer lexistence de 
ce pomt blanc. Dans ce cas, au dela de chaque point bleu, il y a 
encore des points bleus; en deca de chaque point rouge, il y a des 


points rouges. 


11. J'ai supposé jusqu’ici que les coupures que Von considérait, 
permettaient de séparer dows les nombres rationnels en deux classes : 
il est manifeste que, si l’on définit un moyen de partager tous les 
nombres rationnels compris entre les deux nombres rationnels a@ et 6 
(a@<b) en deux classes telles que chaque nombre de la premiére 
classe soit plus petit que n’importe quel nombre de la seconde classe, 
il suffira d’adjoindre a la premiére classe le nombre @ et les nombres 
rationnels plus petits que lui, d’adjoindre a la seconde classe le 
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nombre 6 et les nombres rationnels plus grands que 6 pour compléter 
les deux classes du n° 8, et définir ainsi un nombre rationnel ou irra- 


tionnel. 


12. Il sera avantageux, pour Puniformité du langage, de réunir en 
un méme type les coupures des types II et HI et de ne plus considérer 
que deux modes de décomposition des nombres rationnels : Vun en 
deux classes, l'autre en trois classes. 

Si ona affaire a une coupure du type II ou du type ILL, on sépare 
les nombres rauonnels en trois classes, dont Vune ne contient 
qu'un seul nombre, a savoir le nombre rationnel que définit la cou- 
pure, le plus grand de la premiére classe (type IL), ou le plus petit de 
la seconde classe (type IL) : ce nombre rationnel est alors supprimé 
soit de la premiere classe, qui ne contient plus que des nombres 
rationnels plus petits que lui, soit de la seconde classe, qui ne contient 
plus que des nombres plus grands que lui. 

Je donnerai respectivement le nom de classe inférieure et de 
classe supérieure, ala premiere eta la seconde classe ainsi modifiées, 
et j emploierai les mémes mots pour désigner la premiere et la seconde 
classe d'une coupure du type I; la classe inférieure, telle qu’elle 
vient d’étre définie, ne contient jamais de nombre plus grand que tous 
les autres nombres de cette classe, la classe supérieure ne contient 
jamais de nombre plus petit que tous les autres nombres de cette 
classe. Si lon a affaire 4 une coupure du type I, les nombres rationnels 
sont ainsi séparés en deux classes; c’est cette séparation qui définit un 
nombre irrationnel. Si l’on a affaire 4 une coupure du type II, ou 
du type III, les nombres rationnels sont séparés en trois classes : la 
classe inférieure, la classe supérieure, et la classe intermédiaire com- 
posée d’un seul nombre, le nombre rationnel que définit la coupure. 

On peut modifier légerement l'image du n° 10 de manicre qu’elle 
corresponde a ce nouveau point de vue; sil s’agit d’une séparation en 
trois classes, on imaginera que le point d’abscisse rationnelle que définit 
cette séparation soit blanc, que tout point dont labscisse appartient 
ala classe inférieure soit bleu ainsi que tous les points situés a sa 
gauche, que tout point dont l’abscisse appartient a la classe supérieure 
soit rouge ainsi que tous les points situés a sa droite. 

Qwils’agisse d’un nombre rationnel ou d’un nombre irrationnel, ce 
nombre est l’abscisse d’un point blanc, a gauche et a droite duquel 


16 CHAPITRE I. 


s’étendent une demi-droite bleue et une demi-droite rouge; le point 
blane limite, en quelque sorte, ces deux demi-droites colorées, 
auxquelles il n’appartient pas. L’image est la méme dans les deux cas. 
L’analogie entre les deux sortes de nombres ressort mieux, mais elle 
ne doit pas faire oublier leur différence essentielle : un nombre ra- 
tionnel est un nombre entier, ou une fraction a termes enters, 
qui n’est autre chose qu’un systeme de deux nombres enters; il 
s’exprime ainsi au moyen d’un nombre limité de chiflres. Un nombre 
irrationnel n’est pas susceptible d’une pareille représentation, ce nest 
qu’une coupure, une regle pour séparer les nombres rationnels en 
deux classes; ce n’est pas un ou deux nombres entiers, c’est une in- 
finité de nombres enters ou fractionnaires, une infinité de chiffres 
qu il faut pour le définir. Afin de pouvoir raisonner a la fois sur les 
nombres rationnels et irrationnels, ou, comme on dit, sur les nombres 
rée/s, on a introduit plus haut les classes inférieure et supérieure re- 
latives a un nombre rationnel; mais cette introduction n’ajoute rien 
a Vidée d’un tel nombre et lui est, en quelque sorte, postérieure. Au 
contraire, il n’y a rien de plus, dans lidée d’un nombre irrationnel, 
que ces deux classes inférieure et supérieure : c’est elles qui le consti- 
tuent. On ne peut représenter un tel nombre que par un symbole, unc 
lettre par exemple, ou une facon d’écrire, comme /2, qui, lorsqu’on 
va au fond des choses, doit toujours rappeler cette décomposition en 
classes a laquelle les pages précédentes ont été consacrées. Quand on 
a dénommé ainsi un nombre irrationnel, en parlant des classes infé- 
rieure ou supérieure relatives a ce nombre, on entendra parler des 
classes qui le définissent. 

En disant qu il est plus grand que le nombre rationnel a, et plus 
peut que le nombre rationnel 6, ou encore quil est compris entre a 
et b, que la coupure qui le définit tombe entre a et b, au dela de a, 
en deca de 6, on entend simplement que a appartient a la classe 
inférieure, que ) appartient a la classe supérieure. Au reste ces facons 
de parler peuvent évidemment s’employer pour un nombre rationnel 
aussi bien que pour un nombre irrationnel. 


13. Je dois m’arréter un peu sur la représentation décimale d’un 
nombre irrationnel ; le lecteur suivra sans peine les explications rela- 
tives a ce sujet, s'il yeut bien se représenter axe X’X comme uné 
sorte de régle divisée, indéfinie dans les deux sens, se reporter a la 
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facon dont on mesure effectivement une longueur et imaginer qu'on 
puisse poursuivre indéfiniment des opérations qui, dans la pratique, 
sont forcément limitées. Pour nous conformer a des habitudes de 


langage qui lui sont familiéres, appelons mézre l’unité de longueur : sur 


Paxe X’X, on a marqué o a l’origine, puis 1, 2, 3, ... a droite, —1, 
— 2, —3,... 4 gauche, afin de distinguer les points qui sont a une 


distance de Vorigine égale a un, deux, trois, ..., métres. L’axe est ainsi 
divisé en une infinité d’intervalles égaux chacun a un metre; chacun de 
ces intervalles est ensuite divisé en dix décimétres, chaque décimétre 
en dix cenumeétres, chaque cenuumétre en dix millimétres, .... Si on 
considére un point quelconque A de laxe, on pourra lire facilement 
sur la régle divisée les valeurs approchées par défaut ou par exces de 
de son abscisse a un metre, un décimétre, un centimére, un millimétre 
pres. Il est d’ailleurs clair qu’au lieu de diviser axe de cette facon, 
on peut le diviser et le subdiviser autrement; Je supposerai toutefois 
que les subdivisions d’un certain ordre soient toujours égales entre 
elles. 

Soit A un nombre irrationnel donné : il faut, comme on l’a déja 
dit, entendre par la qu’on se donne un moyen pour pratiquer une 
coupure dans l'ensemble des nombres rationnels, pour reconnaitre si 
tel nombre rationnel que l’on veut appartient a la classe inférieure 
ou a la classe supérieure. Considérons la progression arithmétique 
indéfinie dans les deux sens dont le nombre rationnel positif « est la 
raison et dont o est un terme. La coupure qui définit A tombe for- 
cément entre deux termes consécutifs na, (nr +1) de cette progres- 
sion; le premier de ces nombres est le plus grand multiple de « qui 
appartienne a la classe inférieure relauve aA, c’est par définition la 
valeur approchée de A az pres, par défaut; le second (n +-1)a est le 
plus peut multiple de z qui appartienne a la classe supérieure, c'est la 
valeur approchée de A a @ prés, par exces. 

Entre deux termes consécutifs quelconques de cette progression, 


insérons k —1 moyens, de maniére a former une nouvelle progression 


: We Se, Saree : : a 

arithmétique indéfinie dans les deux sens dont la raison soit % = 7? 

et qui englobe la progression arithmétique de raison 4; la coupure 

qui définit A tombera entre deux termes consécutifs de cette nouvelle 

progression ; le plus grand de ces deux termes doit appartenir a la 

classe supérieure; il est, par conséquent, plus grand que na; le plus 
An, 2 
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peut doit appartenir a la classe inférieure; il est donc moindre que 
(m+ 1)”; autrement dit, il n’y a pas lieu de considérer les termes de 


. . + « . oh . . 
A pec 4 4 pe Stes) 53 6eAC 
la progression indéfinie, de raison = Zz qui précedent na ou qui 
suivent (nr +1), mais seulement la progression limitée 


nkB, (nk+1)8, ..., (nk+hk)8, 


que Von obtient en insérant k—1 moyens entre nza=nkG et 
(n+1)a2=(nk+ k)8. La coupure qui définit A tombe nécessaire- 
ment entre deux termes consécutifs de cette progression limitée : si 
Von désigne ces deux termes par (rn&+7r)8 et (rk +7r+1)8, le 
premier est au moins égal a na, le second est au plus égal a(n +1); 
ces termes sont les valeurs approchées de A, a % prés, par défaut et 
par exces. 

Remarquons en passant que, si l'on désigne par pf la valeur 


approchée de A a { pres par défaut, on a , 
== 1h 7, OS Teh 

en sorte que 7 est le quotient entier de la division de p par & et'r le 

reste (7). 


Il est clair qu’on peut continuer ainsi, insérer /—1 moyens arith- 


métiques entre p@ et (p+1)3, et former une progression arithmé- 
h i ro) 


Dy te eee 


SI 


uque dont la raison soil (= 


14. Arrétons-nous sur le cas ot l’on prend 2 


cea PSV S10 


il correspond a cette sorte de regle divisée, dont on a parlé au début 
du précédent numéro. 

Le plus grand nombre entier x qui appartienne a la classe infé- 
rieure est la valeur approchée de A a une unité prés, par défaut (ou 
la partie enuére de A); elle peut étre positive, nulle ou négative; 
dans ce dernier cas, au lieu de placer le signe — en avant, il est 


(1) Lorsque p est négatif et n’est pas divisible par k, n s’obtient en prenant le 
quotient entier de la division par k de la valeur absolue de p, en augmentant d’une 
unité ce quotient entier et en affectant le résultat du signe —. 
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commode de placer le signe — au-dessus du dernier chiffre ; c’est une 
notation a laquelle le lecteur est sans doute habitué par lusage des 
tables de logarithmes. La valeur approchée a un dixiéme prés, par 
défaut, s’obtiendra en ajoutant a cette partie entiére un certain 
nombre enter de dixiémes, g au plus; on |’écrira en placant une vir- 
gule ala suite de la partie entiére et en faisant suivre cette virgule 
Wun chiffre représentant le nombre de dixiémes que l’on doit ajouter 
ala partie entiére; le chiffre des dixiémes peut d’ailleurs étre un zéro ; 
la valeur approchée a un centiéme prés, par défaut, s’obtiendra en 
ajoutant a la valeur approchée a un dixiéme pres un certain nombre 
de centiémes ; on l’écrira en placant, a la suite de la valeur approchée 
a un dixiéme pres, un chilfre représentant les centiémes, etc. On 
obtiendra ainsi une suite indéfinie de nombres décimaux 


Uo, U1, U2, acca) 


dont chacun se déduit du précédent par ladjonction d’un chiffre de 
plus, dont chacun est ainsi égal ou supérieur a celui qui le précéde; 
cest la suite des valeurs approchées de A, par défaut, a1, = — Ps 
prés. L’égalité entre deux termes consécutifs a heu quand le dernier 
chiflre du second terme est un zéro. La suite des valeurs approchées 
I 


~ a I 
de A par excés a1, —> 


Meas pressve déduit de la précédente en 
10 i mere) 


; . ; T if 
ajoutant respectivement a ses termes 1, =, ~~» ... ou, comme Von 


dit, en forcant le dernier chiffre de chacun des termes, écrits sous la 
-forme décimale. En vertu des explications données dans le numéro 
précédent, pour le cas général, on voit que chaque terme de la nou- 
velle suite est supérieur a n’importe quel terme de la premiére et que 
chaque terme de la nouvelle suite est supérieur ou égal a ceux qui 
viennent apres lui; légalité entre deux termes consécutifs de la 
nouvelle suite a lieu quand, des deux termes correspondants de la 
suite des valeurs approchées par défaut, le second se termine par 
un g. Les termes de la premiére suite appartiennent tous a la classe 
inférieure relative a A, les termes de la seconde appartiennent tous a 
la classe supérieure. 

Au leu d’écrire successivement les termes Wy, U4, Uy, .-. de la 
suite des valeurs approchées par défaut a1, a 0,1, a 0,01, ... pres, 


on se borne habituellement a écrire l'un de ces termes u,, en pre- 
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nant 2 suffisamment grand et en faisant suivre de points suspensifs 
le nie? chiffre décimal. Ainsi, pour le nombre x que lon définit en 


Géométrie, on écrira, en prenant n = 10, 
Je AMIOADHI Hs 4 oc 


Cette notation, avec ses points suspensifs, est faite pour éveiller 
Vidée @un symbole qui commencerait par les chiffres que l’on a 
écrits et qui se poursuivrait indéfiniment, de facon qu’en l’arrétant a 
un chiffre décimal quelconque on obtint la valeur approchée du 
nombre considéré A, par défaut, a une unité prés de lordre de ce 
chiffre; en foreant ce chiffre, on obtiendrait la valeur approchée, par 
exces, a une unité prés du méme ordre. Un tel symbole, avec son in- 
finité de chiffres décimaux, est ce qu’on appelle la représentation 
décimale du nombre A; lorsqu’on se donne la coupure qui définit 
ce nombre A, chaque chiffre de la représentation décimale peut étre 
ealculé quand on connait son rang. 


Il convient de remarquer qu’en allant assez loin dans la suite u,, 
Uy sc) ny oo Ces Valeursapprochees deta a <5 — soy > +: 
pres, par défaut, on finit par dépasser tel nombre a de la classe infé- 
rieure qu’on voudra ; car on peut trouver un nombre 6 de cette méme 
classe qui soit plus grand que @, puis, entre a et 6, un nombre déci- 
mal 6; si le nombre 6, plus grand que a, comporte n chiffres déci- 
maux, il sera inférieur ou égal a wv, qui sera par conséquent plus grand 
que @, ainsi que Un44, Unqo,---3 en partculier, il y a dans la suite w,, 
Uz, »++, Un,..- un terme plus grand que n’importe quel terme uw, de 
cette suite qu'on voudra; il est donc impossible que, dans la représen- 
tation décimale de A, tous les chiffres Gui suivent le p'*™* soient des 


zéros, Car, si tous ces chiffres étaient des zéros, on aurait 


Up = Upsi = Up+2 = 


On voit de la méme facon que, en allant assez loin dans la suite des 
valeurs approchées par exces, on finit par descendre au-dessous de 
tel nombre de la classe supérieure qu’on voudra; que, en particulier, 
il y a forcément, dans cette suite, des termes qui sont plus petits que 
tel terme que l’on voudra; que, ainsi, il est impossible que tous les 
termes de cette suite, a parur de l’un d’entre eux, soient égaux; que, 
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enfin, il est impossible que, dans la représentation décimale de A, 
tous les chiffres a parur de l'un d’entre eux soient des g. 

J’ai supposé, dans ce qui précéde, que A était irrationnel; les rai- 
sonnements s’appliquent lorsque A est rationnel; si ce n’est que, en 
procédant comme on I’a expliqué, il peut arriver, sous des conditions 
que le lecteur connait, qu’ou tombe sur une valeur approchée par 
défaut qui soit égale 4 A; les suivantes se déduisent de celles-la en la 
faisant suivre de zéros; elle est la représentation décimale de A. 
Lorsque A ne peut pas étre exactement converts en fraction décimale, 
sa représentation décimale est périod/que, ainsi qu’on l’enseigne en 
Arithmétique. Il ne peut jamais arriver que tous les chiffres de cette 
représentation décimale, a partir de l’un d’eux, soient des g. 


15. Inversement, imaginons qu’on se donne un symbole tel que 
ceux qu’on vient de décrire, formé d’une partie entiere, qui peut 
dailleurs étre positive, nulle ou négative, suivie d’une infinité de 
chiffres décimaux : dire qu’on se donne un pareil symbole, c’est dire 
qu’on se donne le moyen d’en trouver le ni*™ chiffre, quel que 
soit 7. 

Tel serait par exemple le symbole 


0,123456789101112..., 


ou la partie décimale est obtenue en écrivant, sans séparation, la suite 
naturelle des nombres. 

En excluant, conformément a ce quia été dit dans le précédent 
numéro, le cas ot tous les chiffres 4 partir de l'un d’eux seraient tous 
des zéros ou tous des g, je vais indiquer comment un tel symbole 
permet de définir une séparation des nombres rationnels en classes, 
séparation qui définit elle-méme un nombre rationnel ou irration- 
nel A, dont le symbole donné est la représentation décimale. 

Apres le n*™* chiffre décimal donné, 1] peut y avoir quelques zéros, 
mais on finira par rencontrer un autre chiffre ; le nombre décimal que 
Von obtient en limitant le symbole aprés ce chiffre est alors plus grand 
que le nombre décimal obtenu en Je limitant au nieme chiffre; ainsi 
chaque nombre décimal déduit du symbole, en le limitant quelque 
part, est certainement surpassé par un nombre décimal obtenu en le 
limitant plus loin. De méme, apres le ni*™° chiffre, il peut bien y avoir 
quelques g, mais en continuant assez loin on rencontre un autre 
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chiffre; en forcant ce chiffre et en s’arrétant la, on obtient un nombre 
décimal plus petit que le nombre décimal obtenu en foreant le n*™° 
chiffre et en s’arrétant la. 

Ces remarques faites, }’arrive a la séparation des nombres ration- 
nels en classes, que on déduit du symbole donné. 

On rangera dans la premiére classe tous les nombres rationnels 
inférieurs ou égaux a l'un des nombres décimaux obtenus en limitant 
quelque part le symbole donné et dans la seconde classe tous les 
nombres rationnels supérieurs ou égaux a l’un des nombres décimaux 
obtenus en limitant le symbole quelque part et en forcant le dernier 
chiffre. 

On voit de suite que chaque nombre de la premiére classe est infé- 
rieur a n’importe quel nombre de la seconde classe, et qu'il y a des 
nombres appartenant, l’un a la seconde classe, l’autre a la premiere, 
qui different aussi peu qu'on veut. 

D’autre part, il n’y a pas, dans la premiére classe, de nombre qui 
soit plus grand que tous les autres nombres de cette classe, car un 
nombre quelconque a de cette classe est inférieur ou égal a quelqu’un 
des nombres décimaux obtenus en limitant le symbole quelque part ; 
en limitant le symbole plus loin, on trouve un nombre plus grand et, 
par conséquent, plus grand que a. De méme il n’y a pas, dans la se- 
conde classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres nom- 
bres de cette classe. 

On serait str d’avoir défini une coupure et, par conséquent, un 
nombre A s’il était certain que la classification précédente n’a laissé 
échapper aucun nombre rationnel, 

Or, siun nombre rationnel échappe a cette classification, c’est qu'il 
est, @une part, plus grand que tous les nombres qui figurent dans la 
premiére classe, d’autre part, plus petit que tous ceux qui figurent 
dans la seconde : il est alors seul de son espéce, car, sil y avait deux 
tels nombres 4, 8(4< 3), la différence entre un nombre de la se- 
conde classe et un nombre de la premiére serait toujours supérieure 
a 6B — x. 

Si un nombre rationnel échappe a la classification, ona affaire 4 une 
séparation de tous les nombres rationnels en trois classes, telle qu'elle 
a été décrite au n° 12; le nombre rationnel unique qui échappe 4 la 
classification constitue précisément la classe intermédiaire : c'est lui qui 
est défini par la séparation précédente. Désignons-le par A. Puisque A 
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est compris entre le nombre décimal obtenu en limitant le symbole 
donné au n° chiffre décimal, et le méme nombre dont on a forcé le 
dernier chiffre, ces deux nombres décimaux sont les valeurs appro- 


chées de A, par défaut et par exces, a pres; le symbole donné est 


hot 
done la représentation décimale du nombre rationnel A; le symbole 
donné ne peut étre que la fraction décimale périodique dont A est la 
fraction génératrice. 

Si aucun nombre rationnel n’échappe a la classification, on a bien 

faire a une coupure proprement dite. Cette coupure définit un 
nombre irrationnel A, puisqu’elle apparuent au type I et, dans ce 
cas encore, on voit de suite que le symbole donné est la représenta- 
tion décimale de A. 

Le mode de raisonnement qu’on vient d’employer se rencontre 
assez fréquemiment; en y réfléchissant un peu, le lecteur apercevra 
ce quwil comporte d’essentiel, a savoir, les deux ensembles de nombres 
formés, dans ce cas particulier, l'un par les nombres décimaux 
déduits du symbole proposé en le limitant quelque part, l'autre 
par ces mémes nombres dont on a forcé le dernier chiffre; tout 
nombre du premier ensemble est plus petit que chaque nombre du 
second; il y a des nombres pris respectivement dans les deux en- 
sembles qui different aussi peu qu’on le veut : la coupure est formée 
en considérant d'une part les nombres rationnels inférieurs ou égaux 
aux éléments du premier ensemble, d’autre part les nombres rauion- 
nels supérieurs ou égaux aux éléments du second ensemble. On 
touche ici a une théorie trés importante, celle des ensembles infinis, 
dans laquelle je ne pénétrerai pas davantage. 

Il est 4 peine utile de parler des deux cas exclus au commencement 
du numéro. Si, dans le symbole donné, a partir d’un certain chiflre 
décimal, tous les chiffres sont des zéros, on ne tiendra aucun compte 
de ces zéros; on obtient ainsi un nombre décimal limité; c’est ce 
nombre que définit le symbole donné et dont ce symbole est la repré- 
sentauion décimale. Si tous les chiffres, a partir d’un certain rang, 
étaient des g, comme dans le symbole 0, 36ggg9..., on reconnait de 
suite que les termes de Ja suite indéfinie 


0,369; 0,3699; 0,36999; 


s’approchent autant qu’on veut, pourvu qu’on aille assez loin dans 
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cette suite, du nombre 0,37, obtenu en forcant le dernier des chiffres 
décimaux du symbole qui n’est pas un g; c’est ce qu’on exprime en 
disant que cette suite a le nombre 0,37 pour limite: on pourrait bien 
dire qu’elle définit ce nombre; mais alors il ne serait plus exact de 
dire que le symbole, en le limitant au nr"? chiffre décimal, fournit la 
valeur approchée, par défaut, du nombre 0,37 quil définit : le sym- 
bole donné ne serait plus la représentation décimale du nombre qu’il 


définit. Aussi convient-il d’exclure complétement les symboles de 
cette sorte. 


16. Egalité, inégalité des nombres irrationnels. — Ni |’égalité ou 
Vinégalité de deux nombres irrationnels, ni leur somme, leur diffé- 
rence, etc., n'ont encore été définies. Dans une exposition purement 
logique, toutes ces notions doivent étre reprises lune apres l'autre, 
en s’appuyant uniquement sur cette notion de coupure qui sert a dé- 
finir un nombre irrationnel ('!); je ne toucherai que quelques points 
de cette théorie, de maniére a faire comprendre comment elle peut se 
développer, et je ne craindrai pas d’avoir recours, au besoin, a Vin- 
tuition géométrique qui résulte de la représentation, sur l’axe X’X, 
des nombres rationnels ou non. 

Je me placerai, dans ce qui suit, au point de vue du n° 12, o& la 
définition d’un nombre A est obtenue par la séparation de tous les 
nombres rationnels en deux classes, s'il s’agit d’un nombre irration- 
nel, en trois classes, sil s’agit d'un nombre rauonnel. Je pourrai ainsi 
raisonner a la fois sur les nombres rationnels et les nombres irra- 
uionnels. 

Deux nombres A, B sont dits égaux quand leur définition est la 
méme, quand les deux ou trois classes qui définissent un sont com- 
posées respectivement des mémes nombres rationnels que les deux ou 
trois classes qui définissent lautre. [ls sont le méme nombre, ce que 
lon marque en écrivant A= B. Ils sont représentés, sur axe XX, 
par le méme point, dont l’un ou l’autre est l’abscisse. Inversement, 


on a vu qu’a un point de-cet axe ne correspond qu'un seul nombre, 


(1) C’est dans ce sens qu’elle est développée dans le premier Chapitre de mon Jn- 
troduction a la Théorie des fonctions, »° édition, t. I, A. Hermann, i904. J’aurai 
plusieurs fois a renvoyer le lecteur a cet Ouvrage, ot les démonstrations sont pré- 
sentées a un autre point de vue que dans les présentes Lecons. Ces renyois seront 
faits sous la rubrique : /nér. 
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son abscisse. Lorsque deux nombres sont égaux ils ont méme repré- 
sentation décimale : réciproquement, quand les représentations déci- 
males de deux nombres sont les mémes, ces deux nombres sont 
égaux, 

Lorsque la définituon des nombres A et B n’est pas la méme, c’est 
que les classes qui définissent l’un des nombres ne sont pas les mémes 
que celles qui définissent autre, que les points de l’axe X’X dont 
ces nombres sont les abscisses respectives ne sont pas les mémes. 

Jintroduis ici la convention commode d’employer le méme sym- 
bole, numérique ou littéral, pour désigner a la fois un nombre et le 
point de axe X’X dont ce nombre est Vabscisse. En mettant le 
mot nombre ou le mot pont devant ce symbole, on évite toute con- 
fusion. 

Si les deux nombres A, B ne sont pas égaux, c’est que les deux 
points A, B ne coincident pas; l’un de ces points, B par exemple, est 
au dela de l'autre A; on dit alors que le nombre B est plus grand 


Misono 


xX? (0) A ea B c x 


que le nombre A, que le nombre A est plus petit que le nombre B, 
et Pon écrit B>> A ou A < B; il ya entre les points A, B des points 
d’abscisse rationnelle; si a est un tel point, on voit que le nombre 
rauionnel @ appartient a la classe supérieure relative a A, a la classe 
inférieure relative 4 B; réciproquement, s’il existe un tel nombre, le 
point dont ul est Vabscisse est a droite du point A, a gauche du 
point B; le point B est a droite de A, le nombre B est plus grand que 
le nombre A. L’existence dun nombre rationnel plus grand que le 
nombre A, plus petit que le nombre B, peut done étre prise pour la dé- 
finition abstraite (') de Vinégalité B> A. Les inégalités B> A, C>B 
entrainent C>A, car Je point B étant a droite du point A, le point C 
étant a droite du point B, il faut bien que le point C soit a droite du 
point A. 

Un nombre est dit posit/f s'il est plus grand que zéro, négatif sil 
est plus petit que zéro; les nombres positifs sont représentés par des 


(1) C’est sur cette définition abstraite que, logiquement, la théorje de Vinégalité 
doit étre fondée (Jntr., p. 17). 
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/ 


points situés a droite du point O; les nombres négatifs, par des points 
situés a gauche du point O. 


nO aN’ s 0 A X 


A tout point de l’axe correspond un point A’, symétrique de A par 
rapport au point O, Les nombres A et A’ sont dits symétriques ('); 
chacun deux est le symétrique de autre; le nombre zéro doit étre 
regardé comme son propre symétrique. Des deux nombres A, A’, s’ils 
ne sont pas nuls tous deux, l’un est positif, autre est négauf. 

Si A désigne un nombre, on convient de représenter par + A le 
méme nombre que A, par — A le symétrique de A. 

Si le nombre A est défini par une coupure, il est bien aisé de voir 
quelle est la coupure qui définit le nombre symétrique A’ : les 
nombres rationnels plus petits que A’ sont les nombres rationnels 
plus grands que A changés de signe; les nombres rationnels plus 
grands que A’ sont les nombres rationnels plus petits que A, égale- 
ment changés de signe; cette remarque contient évidemment la défi- 
nition abstraite de deux nombres symétriques. 

Celui des deux nombres A, — A qui est positif peut étre regardé 


comme la valeur absolue commune a ces deux nombres. 


‘17. Addition, soustraction. — Soient A, B deux nombres quel- 
conques; la somme A+B de ces deux nombres est, par définition, 
un nombre plus grand que la somme de deux nombres rationnels 
quelconques, respectivement plus petits que A, Bet plus petit que 
la somme de deux nombres rationnels quelconques, respecuvement 
plus grands que A, B. 

Voici comment on doit pratiquer la séparation des nombres rationnels en 
deux ou trois classes qui définit cette somme au sens du n° 12. 


On range dans une premiere classe tout nombre rationnel égal ou inférieur 
a la somme de deux nombres rationnels, respectivement plus petits que A et 


(1) On dit plus souvent @gaux et de signes contraires : outre qu'elle est longue, 
cette facon de parler est contradictoire; si deux nombres sont égaux, ils ne sont pas 
de signes contraires. Il faudrait, pour la rendre correcte, l’allonger encore et dire 
egauz en valeur absolue et de signes contraires. Enfin on verra plus loin qu’elle ne 
peut sappliquer aux nombres imaginaires, qui n’ont pas de signe. 
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que B: dans une seconde classe tout nombre rationnel égal ou supérieur a la 
somme de deux nombres, respectivement plus grands que A et que B. II est 
clair que chaque nombre de la premiére classe est inférieur a n’importe quel 
nombre de la seconde classe. 

Il n’y a pas, dans la premiére ‘classe, de nombre plus {grand que tous les 
autres nombres de cette classe, car, si le nombre ¢ a été rangé dans la pre- 
miére classe, c’est quil est inférieur ou égal a la somme de deux nombres 
rationnels a, 6, respectivement plus, petits que A, B; or, dans la classe infé- 
rieure relative a A, il y a un nombre rationnel a’ plus grand que a, dans la 
classe inférieure relative a B, il y a un nombre rationnel 4’ plus] grand que 6; 
leur somme a@’+ 6' a du étre rangée dans la premiére classe de notre classifi- 
cation : or, elle est plus grande que a + 6 et, par suite que ¢. De méme, il n’y 
a pas, dans la seconde classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe. 

Enfin il y a des nombres pris respectivement dans la premiére et dans la 
seconde: classe, qui different aussi peu qu’on le veut : si Von veut avoir |deux 
pareils nombres, dont la difference soit moindre que ¢, il suffira de choisir deux 
nombres rationnels @ et a, lun plus petit, ’autre plus grand que A et tels 


que l’on ait aj —a< =» puis deux nombres rationnels 6, 6; un plus petit, 
2 


Vautre plus grand que B et tels que l’on ait b; — 6 < -~; a+ bappartiendra a la 


yl o 


premiere classe, a+ b; a la seconde, et Yon aura (a,;+ 6,)—(a4-6) <e. 

D’aprés cela, il ne peut échapper qu’un seul nombre rationnel a notre 
classification : en effet, un nombre rationnel x qui échappe a cette classification 
est forcément plus grand que la somme de deux nombres rationnels quel- 
conques, respectivement plus petits que A, B, c’est-a-dire que n’importe quel 
nombre de la premiére classe, et plus petit que n’importe quel nombre de la 
seconde classe; il ne peut done y avoir deux nombres rationnels 2, 8 (% < 6) 
qui échappent a la classification, puisque alors la différence ;entre un nombre 
de la seconde classe ( plus grand que $) et un nombre de la premiére (plus petit 
que a) devrait étre supérieure a & —. 

Sil n’échappe aucun nombre a la classification, celle-ci définit une coupure 
du type J, c’est-a-dire un nombre irrationnel, qui satisfait manifestement a la 
définition de la somme qu’on a donnée au début. 

S’il échappe un seul nombre rationnel a cette classification, c’est ce nombre 
rationnel lui-méme qui est la somme des nombres A, B. On est dans le cas de 
la séparation en trois classes. 


La définition adoptée pour la somme de deux nombres A, B 
s’étend de suite a la somme d’autant de nombres A, B, C, ..., L que 
Yon voudra. Celle-ci est plus grande que la somme de nombres 
rationnels quelconques, respectivement plus petits que A, B, C,..., b, 
et plus petite que la somme de nombres rationnels quelconques, res- 


peclivement plus grands que A, B, C,..., L. 


28 CHAPITRE 1. 


Que cette condition définisse une séparation des nombres rationnels en deux 
ou trois classes (n° 12), c’est-a-dire un nombre irrationnel ou rationnel, c’est 
ce qui résulte évyidemment des raisonnements employés pour le cas de deux 
nombres. 

Il résulte de cette définition, et de ce fait que la somme de plusieurs 
nombres rationnels ne dépend pas de l’ordre de ces nombres, que la somme 
des nombres A, B, C, ..., L ne dépend pas non plus de leur ordre, puisque, 
quel que soit cet ordre, les classes inférieure ou supérieure relatives a la somme 
seront constituées de la méme facon. 


Au lieu de définir tout d’un coup la somme des nombres A, B, ..., L, 
on peut les supposer rangés dans un certain ordre, ajouter le second 
au premier, le troisiéme au résultat, le quatriéme au nouveau résultat, 
et ainsi de suite, Jusqu’a ce qu’on ait épuisé tous les nombres. En se 
reportant au cas de deux nombres, on reconnait de suite que la 
somme, ainsi définie, satisfait a la condition imposée par la premiere 
définition, en sorte que les deux définitions sont équivalentes. 

Comme on peut amener aux premiers rangs tels termes de la somme 
que l’on veut, et que, dapres la seconde définition, on doit, pour 
effectuer la somme, ajouter d’abord entre eux ces premiers termes, 
on voit que, dans une somme quelconque, on peut remplacer tels 
termes que l’on veut par leur somme effectuée. 

Pour figurer la somme de nombres représentés par des lettres ou 
des symboles quelconques, rangés dans un ordre déterminé, on com- 
mence par placer le signe + devant ceux de ces symboles qui n’ont 
pas de signe apparent, et l’on écrit les uns a la suite des autres ces 
symboles ainsi affectés de signes : toutefois ’habitude est de supprimer 
le signe qui précéde le premier symbole, si c’est un signe +. Ainsi 
A —B-+ Creprésente la somme obtenue en ajoutant 4 A le nombre 
— B, puis le nombre C au résultat. 

Les propriétés fondamentales de l’addition peuvent étre résumées 
dans les formules suivantes : 


(1) A+B=B+4A, 

(2) A+(B+C)=(A+B)+(C. 
(ES) A+o=A, 

(4) Nee horeehee 


Les deux premiéres se trouyent ayoir été démontrées par ce qui 
précéde : elle constituent ce que lon appelle la propriété commu- 
tative et la propriété associative de Vaddition. 
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En les admettant, et en regardant une somme d’un nombre quel- 
conque de termes comme obtenue en ajoutant le second au premier, 
le troisiéme au résultat, etc., elles suffisent 4 montrer que, dans une 
pareille somme, on peut intervertir l’ordre des deux premiers termes, 
des deux derniers, de deux termes consécutifs; qu’on peut ranger les 
termes dans l’ordre qu’on veut, remplacer enfin tels termes que l’on 
veut par leur somme effectuée. A cause des égalités (3) et (4), qui se 
démontrent sans peine en recourant aux définitions, on peut, dans 
une somme quelconque, supprimer des termes dont la somme est 
nulle et, en particulier, deux termes symétriques. 

Deux nombres A et B étant donnés, la différence entre le nombre 
A et le nombre B est, par définition, un nombre z tel que Von ait 


B+a= A. 


Supposons que ce nombre x existe, en ajoutant — B aux deux 
membres de l’égalité précédente, on voit qu’on doit avoir 


B+a2—B=A—B; 


? 


or, le premier membre est égal a x, d’apres les remarques précé- 
dentes; le nombre x, s’il existe, est la somme du nombre A et du 
symétrique —B du nombre B; d’ailleurs, si l’on ajoute B a cette 
somme A — B, elle devient A—B-+-B ou A, en vertu des mémes 
remarques; le nombre x existe, 1] est unique, et égal a A — B; ce 
dernier symbole représente aussi bien la différence entre A et B que 
la somme de A et de — B. 


Je laisse au lecteur le soin de démontrer légalité 
D 


PR = PQ + QR, 


Bigs): 


x P 0. R “xX 


ot PR, PQ, QR sont les équivalents algébriques des vecteurs PR, PQ, QR 
situés sur l’axe X’X, dans le cas ol ces vecteurs ne sont pas tous commensn- 
rables a l’unité de longueur. Cette démonstration, lorsque les nombres PR, 
PQ, QR sont positifs et mesurent ainsi les longueurs des segments PR, PQ, 
QR, résulte de ce que le segment PR est plus grand que les segments obtenus 
en placant bout a bout deux segments respectivement plus petits que PQ, QR 
et plus petit que le segment obtenu en placant bout a bout deux segments 
respectivement plus grands que PQ, QR, en sorte que le nombre qui mesure 
la longueur de PR doit étre plus grand que la somme de deux nombres ration- 
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nels mesurant les longueurs de deux segments, commensurables a l’unité de 
longueur, respectivement plus petits que PQ, QR, .... On reconnait la défi- 


nition de la somme des deux nombres PQ, QR. La proposition, démontrée 


dans ce cas, s’étend ensuite, comme on le sail, a tous les autres, en examinant 


wn 


oo 


les diverses dispositions que peuvent avoir les points P, Q, R sur laxe XX. 


18. Multiplication, division. — Pour définir le produit de deux 
nombres A et B, je supposerai d’abord que ces deux nombres soient 
positifs ; alors le produit AB de ces deux nombres est, par définition, 
un nombre positif plus grand que le produit de deux nombres ration- 
nels positifs plus petits respectivement que A, B et plus petit que le 
produit de deux nombres rationnels plus grands que A, B. 

La séparation des nombres rationnels en deux ou trois classes, qui, d’aprés 
cela, définit le nombre AB, est pareille a celle qu'on a expliquée tout au long 
pour Vaddition; elle repose sur ce qu'un produit de deux facteurs augmente 
quand on augmente ces facteurs et sur ce quil varie trés peu quand on modifie 
trés peu les facteurs; je ne m’y arréterai pas davantage. 

Quand l’un des nombres A, B est nul,.le produit AB est nul par 
définition. 

Quand lun ou l’autre des nombres A, B est négatif, on définit la 
valeur absolue du produit comme le produit des valeurs absolues de 
ces deux nombres, et l’on complete la définition du produit AB par la 
regle des signes, telle qu’on l’enseigne au début de P?Algébre. Pour 
définir le produitde plusieurs nombres positifs A, B, C, ..., L rangés 
(ou non) dans un certain ordre, on peut procéder comme pour l’addi- 
tion, définir ce produit tout dun coup, ou de proche en proche. 
Dans le premier cas on suppose d’abord, comme pour deux facteurs, 
que les nombres A, B, C, ..., L sont positifs et on complete la défi- 
nition encore par la regle des signes. 

Il est aisé de déduire des définitions les propriétés qu’expriment 


les égalités 


(1) AB = BA, 

(2) A(BC) = (AB)C, 
633) (A+ B)G = AG = GB, 
(4) AGS An 


auxquelles je joins encore celle-ci : 


(5) AS< O=1oy 


que j’ai signalée plus haut comme une définition. 
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Les égalités (1), (2) expriment ce que l’on appelle les propriétés 
commutative et associative de la multiplication, l’égalité (3) la pro- 
priété distributive relativement a Paddition. 

Les propositions bien connues relatives 4 un produit de plusieurs 
facteurs se déduisent sans peine de celles qu’on vient d’écrire. Il en 
est de méme de celles qui concernent les exposants. 

A chaque nombre A, non nul, correspond son inverse B, tel que 
Von ait AB =1. Supposons d’abord que A soit positif, la séparation 
des nombres rationnels en classes qui définit le nombre B s’obtiendra 
comme il suit : dans la premiére classe on range tout nombre qui est 
Vinverse d'un nombre rationnel plus grand que A, le nombre o et les 
nombres négatifs ; dans la seconde classe, tout nombre qui est Vin- 
verse d’un nombre rationnel positif plus petit que A. 

I] est bien aisé de voir que cette définition implique l’égalité AB = 1 
et qu elle est nécessitée par cette égalité. 

Si le nombre A est négatif, son inverse est un nombre négatif dont 
la valeur absolue est linverse de la valeur absolue du nombre A. 

Si B est Vinverse de A, A est inverse de B. L’inverse de A se 

p | 
représente par 7° 

Le nombre o ne peut avoir d'invyerse, a cause de l’égalité (5). 

Les deux nombres A, B étant donnés, et le second n’étant pas nul, 
le rapport de A a B, ou le quotient (exact) de A par B, est, par défi- 
nition, un nombre z tel que l'on ait 


[BPs TN 


Ce nombre est unique et s’obtient en multiphant A par inverse 
de B; cest ce qu'on reconnait sans peine en copiant le raisonnement 
qui a été fait pour la soustraction : il se représente par zou A: B. 

Les propriétés qu’expriment les égalités 


Am A 
Bm B’ 
A-+-B A B 
et aer CORO 
A A’ AA’ 
Roe = Bes 
A A’ AB’ 
Bp Paes’ 


se démontrent comme dans les éléments de  Algébre. 
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19. Le lecteur n’a pas manqué de remarquer que les définitions et 
démonstrations ont été données de facon a s’appliquer aussi bien aux 
nombres rationnels qu’aux nombres irrationnels, et que, quand il 
s'agit de nombres rationnels, les définitions des opérations sont 
d’accord avec les définitions classiques. 

Les propositions fondamentales relatives au calcul des nombres ra- 
tionnels s’étendent done au calcul des nombres irrationnels ; il en est 
de méme de toutes les conséquences qu’on en déduit dans les élé- 
ments de ’Algébre, conséquences sur lesquelles je crois inutile d’in- 
sister. 

En particulier, les regles élémentaires relatives aux combinaisons 
@inégalités résultent de ces propositions. Voici quelques applications 
importantes de ces régles au sujet qui nous occupe. 

Si A est un nombre quelconque, il y a, parmi les nombres (ration- 
nels) de la classe inférieure relative a A et ceux de la classe supérieure 
relative 4 A, des nombres qui different de A aussi peu qu’on le veut : 
en effet, il y a dans les deux classes des nombres qui different entre 
eux aussi peu qu’on le veut et leur différence mutuelle est plus 
grande, en valeur absolue, que la différence de l'un ou Pautre d’entre 
eux avec A. 

Si, en représentant par 2 un nombre rationnel positif, on désigne 
par na et (r+ 1)ales valeurs approchées de A a pres par défaut et 
par exces, il est maintenant permis d’écrire, quel que soit A, les iné- 
galités nal A<(n+1)a et de dire que la dilférence entre na 
ou (n+ 1)a et A est, en valeur absolue, au plus égale a a. Chacune 
de ces différences, évidemment variables avec a, reste plus petite que 
tel nombre positif qu’on voudra, pouryu que « reste lui-méme suffi- 
samment pelt; c’est ce qu’on exprime en disant que les valeurs 
approchées de A a prés, par défaut ou par excés, ont pour limite A, 
quand « tend vers séro. 

Plus particuliérement, si lon désigne par u, la valeur ap prochée 
de Aa --. prés, par défaut, on dira que uw, a pour limite A, quand n 
augmente indéfiniment, ou que la suite Wy, U2, ..., Un, ++. a pour 
limite A, pour dire que la différence entre A et w, reste, en valeur 
absolue, plus petite que tel nombre positif qu’on veut, pourvu que nr 
soit suffisamment grand. La méme facon de parler s’applique naturel- 


A eee ’ ; 
lement aux valeurs approchées, a — pres, par exces, 
To” 
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On est assuré que les deux nombres A, B sont égaux lorsqu’on 
peut prouver que leur différence A —B est moindre, en valeur 
absolue, que tel nombre positif ¢ que l’on yeut. En effet, si les deux 
nombres n’étaient pas égaux, leur différence ne serait pas nulle et, en 
prenant ¢ inférieur a la valeur absolue de cette différence, il serait 
impossible que Ja valeur absolue de A — B fit moindre que «. 

Plus particuliérement, comme l'on a, quel que soit a, 


A—B=(A—a)—(B—a), 


on est assuré de l’égalité des deux nombres A, B, quand on estassuré 
de pouvoir trouver des nombres a dont la différence avee A et B soit 
moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que lon youdra. 
Par exemple, si l’on sait seulement que les classes inférieures relatives 
aux nombres A, B sont identiques, sans rien savoir sur les autres 
classes relatives 4 ces deux nombres, on peut affirmer que ces deux 
nombres sont égaux; il y a, en effet, dans la classe inférieure 
commune a A et a B, des nombres rationnels @ qui approchent au- 
tant qu’on le veut de A et de B. 

C’est sur les propriétés fondamentales des opérations, ou sur les 
combinaisons d’inégalités résultant de ces propriétés, qu’on fonde en 
arithmétique la théorie des erreurs et des calculs approchés ; cette 
théorie s’applique sans difficulté aux nombres irrationnels dont on a 
des valeurs approchées ('). Connaissant des valeurs rationnelles a, 


(1) Les mots valeur approchée peuvent étre pris dans des sens différents, quwil 
importe de distinguer. 

Les valeurs approchées d’un nombre a, a « prés, par défaut et par exces, ont élé 
définies d'une facon précise aux numeéros 5, 13. 

Quand on dit une yaleur approchée du nombre A, sans épithéle, on entend sim- 
plement un nombre a@ qui différe peu de A, un nombre tel que Ja valeur ahsolue de 
Verreur A —a que lon commet en remplacant A par a soit petite: Sur le sens des 
mols pelit et grand, je donnerai tout a l’heure quelques explications. Si Von dit 
dun nombre @ qu’il est une valeur approchée de A avec une erreur moindre que le 
nombre positif «, on entend que la valeur absolue de la différence A — a est moindre 
que « ou, ce qui revient au méme, que A est compris entre @a—a eLa+a:a n’est 
pas nécessairement alors une valeur approchée de A a a prés, sauf dans le cas ol @ 
est de la forme nz, n élant un nombre entier, positif ou nul; si les représentations 
décimales des nombres a — «, a+ % coincident dans leurs premiers chiffres, ceux-ci 
appartiennent a la représentation décimale de A. 

Voici maintenant quelques observations sur la signification des mots peti, grand, 
auxquels le lecteur est prié de se reporter a l’occasion : il ne s'agit ict gue des va- 


Ne 3 
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b,c, ..., approchées de nombres quelconques A, B, C, ... et des 
limites supérieures des valeurs absolues des erreurs A — a, B— 0, 
C—c,..., on sait calculer une limite supérieure des erreurs com- 
mises en remplacant dans une addition, une soustraction, une multi- 
plication, une division, les nombres exacts par leurs valeurs appro- 
chées ; on sait trouver aussi, pour ces diverses opérations, une limite 
de Perreur quil est permis de commettre sur les nombres approchés 
pour que l’erreur sur le résultat ne dépasse pas une limite donnée. 


Si, par exemple, on yeut avoir le produit du nombre 


QS DAD MIA c05 i= Soh ALDOR o ov 


2 T A : 
ayec une erreur moindre que » ON pourra substituer a ces nombres les va- 
1000 


leurs e’= 2,7183, 7 = 3,1416, approchées toutes les deux par excés avec une 


~NCA 


leurs absolues. I| restera dailleurs, dans l'emploi de ces termes, une certaine impré- 
cision, 

Tout dabord il est nécessaire de distinguer le sens absolu et Je sens relalif des mots 
petit et grand. Quand ces mots sont employés au sens absolu, on doit regarder le 
nombre r comme n’étant ni petit ni grand; si maintenant il s’agit d’un nombre po- 
sitif a, le plus simple pour évaluer, dans quelque mesure, sa petitesse ou sa gran- 
deur, parait étre de se reporter a sa représentation décimale : si cette représentation 
comporte une partie entiére, non nulle, le nombre @ ne sera pas petit; il ne con- 
viendrait guére de le regarder comme grand si cette partie entiére ne comporte qu’un 
chiffre; le nombre de chiffres de celte partie enticre fournira une éyaluation gros- 
si¢re de ordre de grandeur de a. On voit Je vague qui subsiste dans cette définition, 
puisque deux nombres entiers, lun de trois chiffres, par exemple, Vautre de 
quatre, peuvent différer trés peu. Lorsque !a partie entiére est nulle, Je nombre n’est 
pas grand. Il ne conviendra guére de le regarder comme petit si le premier chiffre 
décimal n’est pas un zéro : le nombre de zéros qui suivent la virgule avant qu'on 
rencontre un chiffre autre qu’un zéro fournira de méme une évaluation grossiére de 
Vordre de petilesse du nombre, avec Ja méme restriction que tout a Vheure. Il est 
clair que inverse d’un grand nombre doit étre regardé comme petit, que l’inverse 
d’un petit nombre doit étre regardé comme grand, En disant qu’an nombre a@ est 
voisin d’un nombre b, on entend que la valeur absolue de la différence a—b est 
petite. J’emploierai souvent l’expression un nombre voisin de o, pour dire un nombre 
dont la valeur absolue est petite, afin d’éviter la confusion entre les deux sens du mot 
petit, suivant quil s’agit, ou non, des valeurs absolues. 

En disant maintenant qu'un nombre (positif) @ est petit ou grand par rapport a 


a. 


un nombre (positif) b,on entend que le rapport b est petit, ou grand, au sens absolu 


que l’on vient d’essayer de préciser. 

Disons de suile que les mots infiniment petit, infiniment grand, dont on fera 
ultérieurement usage, ont une signification tout autre; ils ne s’appliquent qu’a des 
variables : il s’agissait ici de nombres fixes. 
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erreur moindre que nae Verreur sur le produit 8,53981128 sera en trop et 
2.104 


moindre que 


le produit cherché sera inférieur a 8,5398% et supérieur a 8,5394; la valeur 
8,539 est approchée a un milliéme prés par défaut. On aurait pu se servir 
aussi, pour atteindre le méme but, de la régle de la multiplication abrégée. 

J’ajoute enfin une derniére remarque. 

Si on combine par addition, soustraction, multiplication ou divi- 
sion un nombre rationnel non nul @ et un nombre irrationnel A, le 
résultat est un nombre irrationnel, comme on le yoit de suite en rai- 
sonnant par labsurde : si le produitaA, par exemple, était an nombre 
riuonnel b, Végalité aA = 6 entrainerait A = i A serait rationnel. 


La proposition subsiste pour l’addition et la soustraction lors 
méme que @ est nul. 

Si les deux nombres que l’on combine sont irrationnels, le résultat 
peut étre rationnel ou irrationnel. Par exemple le produit de \/2 
par 2 est 2, comme on le reconnait en se reportant aux définitions 
de 2 et du produit de deux nombres irrationnels : ce fait est ailleurs 
un cas paruculier d’une proposition générale, qui sera démontrée au 
numéro sutvant. 


§ 2. — CALCUL DES RADICAUX. EXPOSANTS FRACTIONNAIRES, 
NEGATIFS, IRRATIONNELS. 


20. Définition de la racine mi*™*. — Soient m un nombre naturel 
autre que 1et A un nombre positif quelconque, laracine m‘™¢ arith- 
méuque de A est un nombre positif qui, élevé a la puissance m, re~ 
produit A. Un tel nombre, s’il existe, est évidemment unique, 
putsque la puissance mi"? dun nombre positif, plus petit ou plus 
grand que lui, est évidemment plus petite ou plus grande que A. 

S’il y a un nombre rationnel dont la puissance mi”? soit égale a A, 
c’est le nombre cherché : ceci ne peut arriver que si A est lui-méme 
rationnel, puisque le produit de plusieurs nombres rationnels est tou- 
jours rationnel. 
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Supposons maintenant qu’il n’y ait aucun nombre rauionnel positif 
dont la puissance m'*™* soit égale a A; alors les nombres rauonnels po- 
silifs pourront se séparer en deux classes; on mettra dans la premiére 
tous ceux dont la m'*™* puissance est moindre que A, dans la seconde 
tous ceux dont la m'*™* puissance dépasse A : les nombres de la pre- 
miére classe sont tous plus petits que n’importe quel nombre de la 
seconde classe; on a donc défini une coupure dans l'ensemble des 
nombres rationnels positifs; cette coupure définit elle-méme un 
nombre B; le produit de m nombres rationnels positifs plus petits que B 
estau plus égal a la puissance m'*™ du plus grand d’entre eux, qui ap- 
partient a la premiére classe : cette puissance m'*™’ est donc moindre 
que A: le produit de m nombres rationnels positifs moindres que B 
est inférieur 4 A; de méme le produit de m nombres rationnels plus 
grands que B dépasse A. A est donc, en vertu de la définition de la 
multiplication, égal au produit de m nombres égaux a B, égal a B™, 
B est la racine mie™e de A; cette racine se représente par \/A; Pin- 
dice m se supprime habituellement quand il est égal a 2. 

Lorsque A est nul, sa racine mi” est nulle aussi. 

Lorsque A est négatif, il y a lieu de distinguer deux cas, suivant 
que m est pair Ou impair. 

Si A est négatif et m pair, il n’y a pas de nombre réel (') dont la 
puissance mime soit égale a A, puisque la puissance mi*™’ de o 
esto, et que la puissance m*™* dun nombre positif ou négatif est un 
nombre positif. Le symbole ‘V/A est dénué de sens. 

Si A est négatif et m impair, il y a un nombre et un seul dont la 
puissance mi*™’ est égale a A, c’est le nombre négatif A | (2) eel 
serait légitume deremplacer ce symbole par “y “N: toutefois il nous sera 
commode, dans ce qui suit, de supposer que les nombres dont on 
prend la racine ne sont jamais négatifs. 

Remarquons enfin que, si A est positif, et si m est pair, ily a deux 
nombres réels dont la puissance mi"? est égale a A, et seulement deux. 
VA représentera toujours dans ce qui suit le nombre postttf unique 
dont la puissance mm" est égale 4 A ou, comme on dit, la racine me? 


(1) Je rappelle que les nombres rée/s sont le nombre o et les nombres relatifs dont 
Ja valeur absolue est un nombre rationnel ou irrationnel; les nombres réels ont seuls 
été définis Jusqu’ici. 

(7) Le symbole | A | s’énonce et veut dire valeur absolue de A. 


9 
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arithmétique de A; la puissance me du nombre négatif — {V/A est 
aussi égale & A; c'est dailleurs le seul nombre négatif qui jouisse de 
cette propriété, puisque la puissance m‘*™¢ de la valeur absolue d’un 
tel nombre doit étre égale a A, en sorte que cette valeur absolue est 
le nombre WA, défint plus haut. Lorsque m est impair, il n’y a pas 
de nombre négatif dont la puissance m'*™ soit égale au nombre 
posiuf A. 


D’aprés les conventions qui précédent, on doit écrire fa? = a ou (a? =—a, 
suivant que a@ est positif ou négatif : on a, dans tous les cas, Va? =| a]. 


21. Je répéte encore une fois que, dans ce qui suit, les nombres 
dont on écrira les racines seront toujours supposés positifs ou nuls, 
ainsi que les racines elles-mémes. Pour prouver qu'un nombre B est la 
racine m®™* arithmétique d'un nombre positif A, il suffira de prouver 
que ce nombre est positif et que sa puissance mi’ est égale a A. 

Pour extraire la racine m'*"* dun produit de nombres positifs, 
ou du rapport de deux nombres positifs, on peut extraire la racine 
meme de chacun des facteurs du produit, ou de chacun des termes du 
rapport : en d’autres termes, sia, 0,c, ..., /représentent des nombres 


positifs, on a 


a) anor NAV ET CRN VT 
() (228 


i TBs 
Dans les deux égalités, les deux membres sont essentiellement po- 
sitifs; pour démontrer la premicére il suffit de prouver que Ja puis- 
sance m*™e du second membre est égale a abc...l; or, cela résulte de 
ce que la puissance m'*™° d'un produit s’obtient en élevant chacun 
des facteurs 4 la puissance m. La seconde résulte de méme de la régle 
pour élever un rapport a la puissance m. 
Si a et k sont des nombres positifs, on a 


’ 


(3) k'Va='Vkra; 


> 5 q , Cee , Ne ase a 
en effet, le second membre d’aprés l’égalité (1) est égal a Vk" a, et 
, . Oy 
par conséquent a kya. 


Par exemple 2 y2 est égal a Vs. 
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L’égalité (3) permet de faire entrer un facteur positif sous un ra- 
dical qui le multiplie; on fait passer le facteur sous le radical, en 
lélevant a la puissance marquée par lindice du radical; inversement 
on peut faire sortir d'un radical, dont Vindice est m, un facteur qui est 
une puissance mi exacte, en extrayant la racine m'*"* de ce facteur. 

Si, a étant toujours positif, A était négatif et si m était pair, h”se- 
rait positif; on aurait alors 


LILLY fa oe mM Nes Ly 
Vkna='Va Vkm=—k'Va; 


le dernier membre est positif comme le premier. 
Si dans l’égalité(1) on suppose que les nombres a, 6, ..., ¢ so1ent 
Sid Pégalit PI jue | bre bs / soient 
égaux et quil y ait p de ces nombres, elle devient 


"Jap = (Wa)?. 


=a 
wa 


% 


Ainsi, pour élevera la puissance pi®™*la racine m'*”*d’un nombre po- 
sitif, on peut élever ce nombre a la puissance p, et en extraire ensuite 
la racine m®*™°; on dit, dans le méme sens, que, pour élever un radical 
Pindice m ala puissance p, il suffit d’élever ala puissance p la quan- 
tuté sous le radical ou, ce qui revient au méme, de multiplier par p 
Pexposant dont est alfectée cette quantité sous le radical. 

Pour le méme objet, on peut tout aussi bien, lorsque Vindice du 
radical est un multiple de p, diviser cet indice par p; en d’autres 
termes, si l’on suppose m= pq, q étant entier, on a 


les deux membres de cette égalité étant positifs, i! suffit, pour prouver 
8 ] ’ ri i 
leur égalité, de montrer que leurs puissances g‘*™® sont égales; la 


° a . PY7-\ Pq 
puissance g°™° du second membre est a, celle du premier est ( Vay 


ou a. 
Pour extraire la racine p*™* dun radical, il suffit d’en multiplier 
Vindice par; en d’autres termes, on a 


|e pcp 
Bp Ri Mp j— 
(6) V4 (Oh = a. 


Il suffit en effet de prouver que les puissances mp'*™’s des deux 
membres sont égales; celle du second membre est ¢videmment @; celle 
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du premier peuts’obtenir en l’élevant @abord a la puissance p, ce qui 
m= és F ‘A - 5 : 
donne \/a, puis en élevant le résultat a la puissance m, ce qui donne 

encore @. L’égalité (6) entraine évidemment la suivante 


(irre LED re 
(7) V'Va=VVa, 


qui peut s’énoncer ainsi : pour extraire la racine p'®™* d'un radical 
indice m, il suffit d’extraire la racine p*™* de la quantité sous ce ra- 
dical. Sila quantité sous le radical est une puissance p‘*""’; si, en par- 
ticulier, elle est mise sous la forme d’une quantité affectée d’un expo- 
sant qui soit un multiple de p, il suffira, pour extraire la racine pi®”*, 
de diviser cet exposant par p. Ona, en d’autres termes, 


2 <i 
(8) V'\/bed = V ord = "V0. 


Par exemple : \ = Ves = 2. 

Si un radical porte sur une quantité affectée d’un exposant, si l'in- 
dice du radical et Vexposant de la quantité sous le radical ont un fac- 
teur commun, on peut supprimer ce facteur; en d’autres Lermes, ona 


PU/—- P 
CIS ee NOUNS 


le premier membre est en effet égal a la racine p'*™? de Vag oudea’. 
Cette proposition permet de st¢mplifier un radical en divisant indice 
du radical et Pexposant de la quantité sous le radical par leur plus 
grand commun diyiseur. 


On a par exemple 


Inversement, on peut évidemment multiplier par un méme nombre 
naturel l’indice d’un radical et l’exposant de la quantité sous le radi- 
cal. 

Cette remarque permet, étant donnés plusieurs radicaux d’indices 
différents, de les remplacer par des radicaux égaux, et de méme indice. 
On peut prendre pour l’indice commun le plus petit commun multiple 
des indices donnés. On élévera la quantité placée sous chaque radical 
4 une puissance dont lexposant est le quotient du plus peut commun 
multiple par Vindice de ce radical. 
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. Oates . Nia MH), aa OY/ pre co 
Si, par exemple, on considére les radicaux 3, 72, V5, 7, on pourra les 


remplacer par 
WR WR VF 


on aura, daprés Végalité (1), 


V3 Va VV ={/ 3a oe: 


4 


on aurait de méme 
V3 6 33 


ya V3 


22. Exposants fractionnaires. — L’analogie entre la simplification 
des radicaux, la réduction de plusieurs radicaux a un méme indice et 
la simplification des fractions, la réduction des fractions au méme 
dénominateur est bien évidente; elle suggére naturellement la nota- 
tion des exposants fractionnaires, que je vais expliquer. 

Soit @ un nombre positif : expression @” est définie en Arithmé- 
tique comme le produitde n facteurs égaux a @; elle n’a de sens que 
si nest un nombre naturel; on va lui en donner un quand 7 est une 


fraction 2 dont les termes sont des nombres naturels p,g : ona alors, 


par définition, 


p 
si g est plus grand que 1; lorsque g est égal 4 1, on donne aa’ la 
méme signifiration qu’a a?. 
P 

Le symbole a’ conserve la méme valeur quand on remplace . par 
une fraction égale. 

En effet, supposons d’abord que p soit divisible par ¢ et que on 
ail p—=nq, nétant un nombre naturel; on a, par définition, 


nq 


Gil me Y and, 


et le second membre est égal a a”: le résultat sera évidemment le. 
P 


méme si l’on remplace la fraction = 
q 


par une autre fraction égale a n. 
, 


Si p n’est pas divisible par qg, soit a la fraction irréductible égale 
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Mae rt 
ae Rau p — pr, qg=a'r, en désignant par 7 un nombre naturel ; 
p pr 
RID PAE 7 yr F Sd oan Vier , 
par définition, a? ou a!” est égal a av" = ar’; le résultat sera 


ahs ‘ 5 ? AG 
éyidemment le méme si l’on remplace P par n’importe quelle autre 
q 


fraction égale, puisque celle-ci deyra étre égale a la méme fraction 
! 
irréductible ”, . 
q 


r 


Avec cette notation, les régles relatives A la simplification d’un 
radical, ou a la réduction de plusieurs radicaux au méme indice sont 
les mémes que les régles relatives 4 la simplification d’une fraction, 
i la réduction de plusieurs fractions au méme dénominateur. 

Mais il y a plus, les autres régles relatives au calcul des exposants 
s’élendent a ces exposants fractionnaires : ces régles, que le lecteur 


ealités 


traduira s'il le veut en langage ordinaire, s’expriment par les é 
suivantes, ou. a désigne toujours un nombre positif, oi p, q, p’, 7' deé- 


signent des nombres naturels, d’ailleurs quelconques, 


Pp p Pp p 

7 

(1) Cina Cie 
IZ P Ps CRP. 
(2) al:al=al 7, 


Considérons d’abord la premiére de ces égalités, elle a besoin de 
quelque explication : le second membre en effet n’a pas été défini : 
on n’a défini que les quanttés affectées d’un exposant représenté par 


| eet a 


une fraction a termes entiers. Il faut entendre que 5 = a estremplacé 
G 


ae / ; 2 
Piet, qui, en vertu des regles de 


l’Arithmétique, est la somme des deux fractions 7 


par la fraction A termes entiers 


' 

? 

Pou par une 

Y 

' : P OG == 909g F ‘ ae ; , 

fraction égale a PY "PF. Ces explications une fois comprises, la dé- 
g 

monstration de l’égalité (1) est immédiate : le second membre est, par 

définition, 


i q' . gq! Lj— 4. 
a avd avg — Var" a avd=yaP. Var ; 
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le dernier membre, d’aprés la définition des exposants fracuionnaires, 
nest autre chose que le premier membre de l’égalité 4 démontrer. 
I est bien aisé de voir que la régle qu’exprime légalité (1) pour 
deux facteurs s’étend a un produit de 3, 4, ... facteurs. 
I 
bli ae Grae : e 4 b] ae fe 4 4) = P 12 
L’égalité (2) suppose, pour quelle ait un sens, que lon ait ; > a 
ou pg’ > p'qg; on doit entendre le second membre, de la méme facon 
vs OPitee ) \ G ’ 
que le second membre de l’égalité (1), cest-a-dire que Vexpo- 


iy 
D aes : 2 - Sehr 
sant, +, doit_étre remplacé par la fraction a termes enters 
q q 
It ‘he 
LEAVE 


“~“,ou par une fraction égale; elle se démontre soit comme 
CI 


Pégalité (1), soit en constatant que, en vertu de l’égalité (1), les 
p! 
deux membres deviennent égaux quand on les multiple par a’. 
L’égalité (3) est évidente si g et g’ sont égaux a 1; la démonstra- 
tion est immédiate si g! est égal ar. 
Je me borne au cas ot g et g/ sont plus grands que 1, le premier 
membre de Pégalité (3) représente, en vertu des définitions, la puis- 
P 
Lv sy ah a Ces x, 
sance p de la racine q de la quantite a’ = \/aP; en d’autres termes, 
ce premier membre est égal a 


Tipp WE 
\War |" 

Str a eae = hake : Wp 
or, la quantuité élevée a la puissance p’ n’est autre chose que fa ; 
et, pour ¢lever cette quantité a la puissance p’, il suffit de multiplier 
par p’ Pexposant p de la quantité sous le radical; on obtient ainsi 
Nees he ace ‘ 

\/ arr’, qui est la définition méme du second membre. 

Cette égalité (3) contient, comme cas particuliers, les régles sui- 
vantes, ot. 7 désigne un nombre naturel. 

Pour élever une quantité affectée d’un exposant fractionnaire a la 
puissance 7, il suffit de multiplier par 7 le numérateur de l’exposant. 

Pour extraire la racine r'*™* d’une quantité affectée d’un exposant 


fractionnaire, il suffit de multiplier par 7 le dénominateur de l’expo- 
’ Pp I | 
sant. 


fa 


q 
elle reste toutefois vraie si lon convient de regarder a@* comme 


, ry 5 ) nN! 
Exposant zéro. — L’égalité (2) n’a pas de sens quandonal =“: 
p g ] | q 
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égal a 1; c'est une convention qui sera adoptée dorénayant. I] est 
clair qu’en adoptant cette convention, on a les égalités analogues aux 


égalités (1), (2), (3) 


Pp P Pp 
= +0 — 
al.a@&=al =a, 
Nga ee 
al:a®=al =a! 


(SED NiO P p 
( qd Tre : 7 
a) =al =a0=r1=(a?)!, 


a >< a= a0t0= qo=1, 


en d’autres termes, les régles de calcul relatives aux expesants se 
conservent, avec cette nouvelle extension. 


Exposants négatifs. Les exposants rationnels que l’on a consi- 
dérés étaient des nombres absolus, entiers, fractionnaires ou nuls. 


Conformément aux conventions de l’algébre, on confond, ici encore, 
1 
hee += 
les nombres positifs avec leurs valeurs absolues; at?, a * ont, par 
ss 
définition, le méme sens que a?, a’. 


On va, maintenant, définir les puissances négatives d’un nombre 
positif a. 

On a, par définition, en désignant par « un nombre rauionnel 
positif (ou absolu) 


| 
a-*= —; 
ax’ 


+ 


als . §) . r \ 
@une fagon plus explicite, si ; est une fraction égale a « dont les 


termes soient des nombres naturels, on a 


Se poe —;} 
ae 


Pégalité (4), qui peut s’écrire a~*.a*=1, pour s’énoncer en disant 
que, si l’on éléve un méme nombre positif @ a deux puissances 
rationnelles qui soient des nombres sym¢triques « et — %, on obtient 
deux nombres inverses l’un de l’autre; on voit dés lors qu'elle 
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subsiste, lors méme que z est négatif. En se reportant a la définition 
de Vexposant 0, on voit qu’elle est encore vraie quand @ est nul. 

Les régles relatives au calcul des exposants subsistent avec cette 
nouvelle extension, c’est-a-dire que Von a, quels que soient les 
nombres ralionnels 2, 8 positifs, nuls ou négatifs, 


(5) a%,ab = axt$, 
(6) a%:ab= at-8, 
(7) (a%)B= a%B. 


On doit entendre la premiére égalité, par exemple, de la facon sui- 
vante : dans le second membre, «+ 8 doit étre remplacé par la frac- 


tion -& £, a termes entiers positifs p, g que Von obtient en effectuant 
g 


, 


la somme «+8, d’aprés les régles de l’arithméuque et de l’algébre 


aye . Bea : ; ote es 
élémentaire, et a*t® doit étre regardé comme égal a \/a? ou & —— 

Yao 
ae 
Sol ce 
g 


suivant que la somme «+ 8 est égale a + 2% ou a 
g 

était nul, a*t devrait étre regardé comme égal a1. Les autres égalités 

s'interprétent de la méme facon. 


Lorsque « et 8 sont positifs ou nuls, l’égalité (5) résulte des régles 


relatives aux exposants positifs ou nuls. 
Si x est positif et si 8 = — 8’ est négatif, le premier membre de 


Pégalité (5) est, par définition, égal a 


I ' 
Ohi, ae =at:ab’. 
ag 


Si 8’ est égal ou inférieur a a, le second membre est égal a a%-f’; 


\ 
mais « — #8! est alors égal aa + 8, l’égalité (5) est vérifiée. Si 8’ était 
supérieur a %, on aurait 


ae fees Sak Pees 
at:aP Sa 


la dermére égalité résultant de la définition des exposants négatifs, 


puisque {3 


a est positif; mais — (’— a) n’est autre chose que a + 3; 
Pégalité (5) est encore vérifiée. 

Si « est négatif et & positif, V’égalité (5) est encore vraie, comme 
on le yoit en échangeant les deux nombres a, % : on est ramené au 
cas précédent. 
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: One ae 28 : 
Si a= — a’ et 8 = — 8’ sont tous deux négatifs, !e premier membre 


) 4 
de Pégalité (5) est, par définition, égal a 


I I I 
GEE GIN GRE 


a-(e’+B) = qa+8, 


Enfin, on reconnait sans peine que l’égalité (5) est encore yraic 
quand Pun ou l’autre des nombres «, 8 est nul. 

Légalité (6) est contenue dans Végalité (5) : en effet, on a, dans 
tous les cas, 


gee, 
et, par suite, 
aX 
rpms a*.a-p 


or le second nombre, en vertu de l’égalité (5), est égal a a élevé a la 
puissance 2 + (— 8) =a— 8. 

Enfin légalité (7) se démontre encore, dans tous les cas, en remon- 
tant aux définitions et aux régles pour la multiplication des nombres 


relatifs. 


23. Exposants irrationnels. — I] reste, pour compléter ce sujet, a 
définir a* quand « est irrationnel : on suppose toujours a> 0; je 
vais commencer par supposer a >1. Le nombre irrationnel z« est 
défini par une coupure qui sépare les nombres rationnels en deux 
classes, Ja classe inférieure qui comprend tous les nombres ration- 
nels plus petits que a, la classe supérieure qui comprend tous les 
nombres rationnels plus grands que «. Par défimition, @* sera un 
nombre plus grand que tout nombre obtenu en élevant @ a une puis- 
sance dont l’exposant est un nombre (rationnel) de la classe infé- 
rieure, relative a 4, plus petit que tout nombre obtenu en élevant aa 
une puissance dont l’exposant est un nombre (rationnel) de la classe 
supérieure, relative a a. 

On montrera qu’il y a bien la une définition du nombre a, en 
prouyant que chaque nombre obtenu en élevant @ a une puissance 
raionnelle «'<~z est inférieur 4 n’importe quel nombre obtenu en 
élevant a@ 4 une puissance rationnelle «>, et que, parmi les 
nombres de la premiére et de la seconde espéce, il s’en trouve 
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qui different aussi peu qu’on le veut; on s’aidera enfin, pour com- 
pléter la démonstration, d’une image analogue 4 celle du n° 10. 


24. 1° Je vais prouver que, sia’ ete’ sont deux nombres rationnels 
P jue, ) 
dont le premier est inférieur au second, on a 


(1) at > aX"; 
cette inégalité équivaul évidemment a la suivante : 


Ug even Oa 
we =a al, 


a" — a! estun nombre rationnel positif: Pégalité précédente sera donc 
établie si Von montre quien élevant un nombre @ plus grand que 1 a 


une puissance rationnelle positive f, on obtient un nombre plus 
q 


erand que 1; en d’autres termes, on a 
pu an 
Var>1; 


a? est le produit de p facteurs égaux a a, donc plus grands que 1; 
aP est plus grand que 1: linégalité précédente sera établie si l'on 
prouve que la racine g*™* d’un nombre A plus grand que 1 est elle- 
meéme plus grande que 1; or elle ne peut étre plus petite que 1, 
puisque la puissance g™¢ d'un nombre plus petit que 1 est plus petite 
que 1 etne peut donc étre égale a A; laracine g’°™’ de A ne peut pas non 
plus étre égale a 1 puisque la puissance g*™? de 1 esti. La racine gi*™ 
de A est done plus grande que 1. La proposition énoncée et linéga- 
lité (1) sont établies. 

2° Je vais prouver, en désignant par 2’, 2” des nombres rationnels 
assujettis seulement a ¢tre inférieurs, en valeur absolue, & un nombre 
positif fixe 7, que les nombres a”, a®” sont aussi voisins qu’on le 
veut, pourvu que % soit suffisamment yoisin de #’: on a, en suppo- 
Sambo & . 


aX" — a% = aX (ar’—% _ 4); 


les deux facteurs du second membre sont positifs, puisque, a’ — a! 
élant posiuif, ona a%’~* — 11> 0; le facteur a” est d’ailleurs moindre 
que a, puisque 2! est plus petit que 7; on a done en posant, pour 
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Pee 
abréger, «’— o'= 8, 


0 < a%"— at’ < a’(ab—1); 


pour établir la proposition énoncée, il suffit de prouver que la quantité 
qui figure dans le dernier membre des inégalités précédentes est plus 
petite que tel nombre positif ¢ que lon youdra, pourvu que § soit suf- 
lisamment petit. 

Or, sil’on désigne par m la valeur approchée de : par exces, a une 
unité pres, on aura 


1 


1 I = m/— 
Riis B<—, ab<ca" ou "Va 


el, par conséquent, 


* PS 
OT Vas 


PaaEN Oy ae 
tout est done ramené a2 montrer que le nombre posiuf G1 est 


) veut que ¢/—= —, pourvu que l’on prenne m assez grand; en 

lus petit que ¢’ ae que | I g me 

(autres termes, que l'une ou l’autre des inégalités équivalentes 
WEI en VRaUI es aaa ey 


est véerifiée, pourvu que l’on prenne le nombre naturel m assez 
grand. 
Le nombre (1-+¢')” étant supérieur & 1+-me' ('), il suffira de 


(') Ceci se démontre de proche en proche : on a évidemment 
(1 +te¢e)y?=1+4+2¢+€e 
en admettant que, pour le nombre naturel 7, on ait 
(1+ ¢)">1+ 72, 
on en conclut, en multipliant les deux membres par (1-+-¢), que l’on a 
(atest >(s+ne)(1+¢) ou 1+-(m+1)¢ -+ ne? 


el, par suite, 
(rtn)"4>14+(n+1)6; 


la proposition est vraie pour 7 = 2,3, ...; elle est générale. 
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prendre m assez grand pour avoir 1+ me'’>>a; de prendre, par 
exemple, m supérieur a la partie entiére de 


a —I1 (a—t1)a" 


Ua 


S ¢ 
& € 


Notons en passant que l’ona établi la proposition suivante : 
Si a’, x” sont des nombres rationnels plus petits en valeur absolue 


que le nombre positif 7, on aura 


| at" — a®| <e 


pourvu que la valeur absolue de «” — x! soit inférieure a en dési- 


(a—t1)a” 


gnant par 7 la partie entiére de » augmentée d'une unite. 


Sous cette forme la proposition ne suppose pas #' < 2". 


25. Revenons a la définition de a*, quand « est un nombre quel- 
conque. Si Pon désigne par z’, a” des nombres rationnels tels que 


on ait 
(1) <a < 2% 
et @ailleurs quelconques, on aura 

DEEZ OPT 


il y a des nombres rationnels 2’, #” satisfaisant a la condition (1) qui 
sont ausst voisins qu'on le veut, et tels, par conséquent, que a®’ 
et a* soient aussi voisins qu’on le veut. 

Imaginons que, sur l’axe X/X, on ait marqué en bleu tous les 
points dont l’abscisse est de la forme a’, en rouge tous les points 
dont Pabscisse est de la forme a*’; chaque point bleu est en deca de 
chaque point rouge. Au dela de chaque point bleu, par exemple du 
point a, il y a d’autres points bleus, par exemple le point a%i, en 
prenant pour «, un nombre rationnel satisfaisant aux conditions 


a <a, <<; 


le méme, en deca de chaque point rouge, il ya d’autres points rouges. 
Colorons en bleu la partie de l’axe qui est A gauche de h’importe 
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quel point bleu, en rouge la partie de l’axe qui est a gauche de n’im- 
porte quel point rouge. Appelons point blanc tout point (s’il y en a) 
qui n’est coloré ni en bleu ni en rouge. La partie bleue n’empicte 
pas sur la partie rouge; entre les parties rouge et bleue il n’y a pas 
(@intervalle blanc, puisqu’il y a des points bleus et des points rouges 
aussi voisins qu’on le veut. 

La partie bleue et la partie rouge ne peuvent étre séparées que par 
un point, en deca duquel sont les points bleus, au dela duquel sont 
les points rouges, qui ne peut étre un point bleu, puisque au dela de 
tout point bleu uly a encore des points bleus, qui ne peut étre un 
point rouge, puisqu’en deca de tout point rouge il y a encore des 
points rouges. C’est ce point de séparation dont l’abscisse est, par 
définition, le nombre a. 

Cette image, toute grossiére qu’elle est, donnera au lecteur une 
idée suffisante de ce qu’est le nombre a* quand «@ est irrationnel. 

Quant a la définition abstraite de la coupure qui constitue la 
définition abstraite de a%, il suffira de dire, en conservant aux 


nombres «! 


, «’ la méme signification que plus haut, qu’on range 
dans la classe inférieure tout nombre rationnel qui est inférieur ou 
égal 4 un nombre de la forme a*, dans la classe supérieure tout 
nombre rationnel qui est supérieur ou égal a un nombre de la 
forme «%’. De ce qu'il ya des nombres de la premiere et de la seconde 
forme qui sont aussi voisins qu’on veut, on déduit sans peine que, si 
un nombre rationnel échappe 4 la classification, il est seul a échapper 
a cette classification, et constitue la classe intermédiaire du n° 12; ce 
nombre rationnel unique est alors @%. Si aucun nombre rationnel 
n’échappe a la classification, on a affaire au premier mode de classifi- 
cation du n° 12; il définit alors le nombre irrationnel a%. Il est aisé 
de démontrer, sous forme abstraite, que, dans un cas comme dans 
Vautre, le nombre a% est plus grand que tous les nombres de la 
forme a’, plus petit que tous les nombres de la forme a’. 

Lorsque a’ et 2” sont trés voisins de a, et, par conséquent, trés 
yoisins un de l’autre, les nombres a®’, a®” fournissent des valeurs 
approchées de a*, par défaut et par excés, avec une errreur moindre 
que a” —a*’; on a donné a la fin du numéro précédent une limite 
supérieure de cette erreur, qui peut étre supposée aussi petite qu’on 
le veut, pourvu qu’on prenne ¢! et 2” suffisamment voisins. Quant 
aux nombres a, a%”, on peut les calculer avec telle approximation 


a. 4 
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que l’on veut, par des extractions de racines. La définition du nombre 
a* fournit ainsi un moyen de le calculer approximativement. 

Quand on se donne l’un des nombres rationnels a’, «’, tres voisin 
dea, on peut choisir l’autre aussi tres voisin de # et, par conséquent, 
trés vyoisin du premier. Il suit de la que lerreur qui consiste a rem- 
placer a% par a’, ou a%”, peut étre supposée aussi petite qu’on le 
veut, pourvu qu’on suppose 2’, ou 2”, suffisamment voisin de 2. 

La propriété fondamentale qu’exprime l’égalité 


(1) ax.aB = a%+8 


subsiste quels que soient les nombres 2, 8. Si lon désigne, en effet, 


par a’, a” et 8’, 8” des nombres rationnels tels que l’on ait 


eae a) ee eae 
on aura, en vertu de ces inégalités et de la définition de a%, af, 
ake KH ar< aX’, ak < ab< ab’, 


dou il résulte que le produit a%.a® est compris entre les produits 
e ) aii} / EG : 

a® al’ = a®t8 et a%”. ab — a*’t8"; mais a'+ 3! et a” + 8” sont des 

nombres rationnels qui yérifient les inégalités 


r / oe ea y 
a+ B’<atbh<a'+ 8", 


et il résulte de la définiiion de a*t? que ce nombre doit, comme le 
produit a%.a*, étre compris entre at?’ et a%”+6"; or, les nombres 2! 
el a d'une part, §/ et 6” de Vautre peuvent étre pris assez voisins 
pour que Jes deux nombres «'+ 6’ et #’+ 8" et, par suite, les 
nombres a+" et a%’ +h” different aussi peu qu’on Je veut: il ne peut 
donc y avoir aucune diflérence entre les deux nombres a%.a? et 
a#*8, qui peuvent étre compris entre des nombres aussi yoisins 
qu’on voudra. 

En supposant 8 = —z dans l’égalité (1) et en se rappelant qu’on a 
a® —1, on obtient 


J 
C= 66 = ‘ a= =; 
) Fie 


A} 
3 en — 8, et tenant compte 


puis, en changeant dans la méme égalité { 
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de la propriété qu’on vient d’établir, 


aX 
a*,a-p= —g = a% B. 
ay 


Pour la définition de a%, j’ai supposé a > 13 cette supposition n’a 
rien d’essentiel. Si a@ est un nombre positif plus peut que 1, on peut 
reprendre la suite des propositions qui aboutit a la définition de a% 
avec quelques modifications, dont la principale consiste en ce que 
Von a, en désignant par 2’, «” deux nombres rationnels, dont le pre- 
mier est le plus petit, a > a” au lieu d’avoir a” < a®”. On évitera 
ce recommencement en remarquant que, si @ est un nombre posiuf 
plus petit que 1, il est Vinverse d’un nombre 6 plus grand que 1, et, 
en définissant a* par |’égalité . 

(Ue ba’ 
la propriété fondamentale (1) subsiste encore. 

Si a est égal a1, 1% est regardé comme égal a 1, quel que soit a; 
o% est regardé comme égal a o si z est positif; ce symbole n’a pas de 
sens quand « est nul ou négatif. Lorsque @ est négatif, le symbole a% 
n’a de sens que siz est un nombre entier, ou une fraction irréduc- 
tible 4 dénominateur impair; il n’a pas de sens, en particulier, quand 
g est irrationnel. 


Il resterait 4 montrer que la propriété qu’exprime l’égalité 
(a%)B = a%B, 


établie lorsque z, 8 sont des nombres rationnels, subsiste dans tous 
les cas; afin d’éviter quelques longueurs, je renverrai cette démon- 
stration a un autre Chapitre. 

On peut enfin remarquer, en revenant au cas ol. a@ est plus grand 
que 1, que la proposition qui termine le numéro précédent ne sup- 
pose nullement que les nombres ¢', «” soient rationnels; la démon- 
strauion de cette proposition repose, en effet, sur des propriétés qui 
ont maintenant été étendues au cas des exposants irrationnels. Il en 
est de méme de cette inégalité 


if u 
ae aX, 
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quia été le point de départ des explications du n° 25; elle reste vraie, 
en supposant a’ <a’, lors méme que « et «” seraient irrationnels; 
elle équivaut, en effet, 4 Vinégalité a#”~# > 1, dans laquelle «’ — a! 
Serta bs ne ag ips em nO tah i ey ; 
est positif; or a, si 8 est positif, est plus grand que 1, puisque lon a, 
en désignant par 8’ un nombre rationnel positif plus petit que 6, 


a’ >> a?’ et que a® est plus grand que 1. 


§ 3. — EXTENSION DE L'IDEE DE COUPURE : ARCS, AIRES. 


26. Le lecteur n’a pas manqué de remarquer que la définition de 
a, pour « irrationnel, reposait sur une extension de la notion de 
coupure; je n’exposerai pas ici les théorémes généraux auquels donne 
lieu cette extension, dont je me contenterai de donner tout a Vheure 
quelques exemples. 

Auparayant, je veux faire une remarque. On n’a considéré jusqu ici 
que des coupures pratiquées dans l’ensemble des nombres rationnels ; 
on pourrait, tout aussi bien, considérer unc coupure pratiquée dans 
l'ensemble des nombres réels, ranger tous ces nombres dans une 
premiére et dans une seconde classes, tous les membres de la premiére 
classe étant plus petits que chaque nombre de la seconde classe; une 
pareille coupure définit encore un nombre, comme on le voit, par 
exemple, en pensant a l'image qui nous a servi plusieurs fois : seule- 
ment, ici, ce nombre a du forcément étre rangé soit dans la premiere, 
soit dans la seconde classe. On voit sans peine que, dans le premier 
cas, il est le plus grand des nombres de la premiére classe et que, 
dans le second, il est le plus petit des nombres de la seconde classe. 


Arcs et aires. — Soit a définir la longueur de la circonférence 
dun cercle (C). Désignons, en général, par p le périmétre d'un 
polygone (p) convexe inscrit dans le cercle, par p’ le périmétre d’un 
polygone (p’) circonscrit au cercle; une proposition classique de 
eéométrie élémentaire fournit de suite Vinégalité p < p'; d’autre part, 
un raisonnement bien connu permet de montrer que, en choisissant 
pour les polygones (p) et (p’) des polygones réguliers d'un méme 
nombre de cétés, suffisamment grand, la différence p'— p peut étre 
supposée aussi petite qu’on le veut. Ces deux remarques, en s’aidant 
de la méme image qui nous a déja servi aux n°” 10 et 25, suffisent 
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a définir la longueur de la circonférence comme un nombre plus 
grand que le périmétre d’un polygone convexe quelconque inscrit 
dans le cercle, plus petit que le périmétre d’un polygone quelconque 
circonscrit au cercle. Il suffira, en effet, d’imaginer que sur l’axe X/ X 
on ait figuré en bleu, d’une part, les points dont Vabscisse est égale 
au périmétre d’un polygone convexe inscrit; qu’on ait figuré en rouge, 
(autre part, les points dont Vabscisse est égale au périmétre dun poly- 
gone circonscrit, qu’on ait coloré en bleu toute la partie de l’axe 
qui est en deca d’un point bleu, en rouge toute la partie de la droite 
qui est au dela d’un point rouge, pour reconnaitre que la partie bleue 
ne peut empiéter sur la partie rouge, et qu'il ne peut y avoir aacun 
intervalle entre la partie bleue et la partie rouge; ces deux parties 
sont séparées par un point dont V’abscisse est la longueur de la cir- 
conférence. Un polygone inscrit et un polygone circonscrit fournissent 
des valeurs approchées, par défaut et par excés, de cette longueur 
avec une erreur moindre que la différence entre les deux périmétres. 
Il va de soi que cette définition pourrait étre présentée sous forme 
abstraite. 

Elle s’étend a la définition de la longueur d’une courbe fermée 
convexe, pouryu qu’on sache établir l’existence de polygones inscrits 
et circonscrits dont les périmétres different aussi peu qu’on le veut. 

Elle s’étend aussi a la définition de la longueur d’un are de courbe 
convexe, en particulier a la définition de la longueur d’un are de 
cercle AB, celle-ci étant plus grande que la longueur de toute ligne 
brisée convexe inscrite dans AB, commencant en A, finissant en B, 
et plus petite que la longueur de toute ligne brisée circonscrite a l’are 
et limitée aux mémes points A, B. 

Si on considére un troisiéme point C du cercle, tel que B soit 
compris entre A et C, et si lon désigne respectivement par a, b, ¢ les 
longueurs des arcs AC, AB, BC, on auraa=b-+c. 

Considérons, en effet, une ligne brisée convexe incrite dans l’are 
AB, commencant en A, finissant en B, une ligne brisée convexe 
inscrite dans l’are BC, commencant en B, finissanten C, leur réunion 
constituera une ligne brisée inscrite dans l’are AC; désignons res- 
pectivement par b’, c’, a’ les longueurs des lignes brisées inserites 
dans les arcs AB, BC, AC; on aura a’= b'+-c’; or, en choisissant 
pour les lignes brisées des lignes brisées réguliéres d’un nombre de 
cétés suffisamment grand, on peut faire en sorte que a’, b', c’ dif- 
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ferent aussi peu qu’on le veut de a, b, c; les deux nombres a et b +c 
sont done égaux, puisqu’il y a des nombres a’ = b'+ c! qui different 
aussi peu qu’on le veut de lun ou de l'autre. 

L’aire d’un cercle (C) peut se définir de la méme facon. Désignons 
par p latre @un polygone (p) dont la ligne fermée qui le limite ait 
tous ses points a Vintérieur du cercle C ou sur’sa circonférence; par 
p’ Vaire dun polygone (p’) dont Ja ligne fermée qui le limite ait tous 
ses points a Pextérieur du cercle (C) ou sur sa circonférence ; on aura 
p<p'. D’un autre cété, en prenant pour les polygones (p) et (p’) 
des polygones réguliers d'un méme nombre de cétés, suffisamment 
grand, il est aisé de voir que la différence p'— p peut ¢tre supposée 
aussi pete qu'on le veut. 

L’aire du cercle peut, d’aprés cela, étre regardée comme un 
nombre plus grand que l’aire de n’importe quel polygone (p), plus 
peut que Vaire de n’importe quel polygone (p’). Cette propriété, en 
vertu d’une démonstration que je crois inutile de répéter, suffit a dé- 
finir cette aire. Les nombres p et p’ en fournissent des valeurs appro- 
chées avec une erreur moindre que p!— p. 

Il est évident que ce mode de définition s’étend a l’aire d'une 
courbe fermée quelconque, pouryu qu’on sache prouver que, parmi 
les polygones intérieurs a la courbe et les polygones extérieurs, il y 
en a dont les aires different aussi peu qu’on veut. 

On pourrait ensuite démontrer, d’une facon analogue a celle dont 
on s’est servi pour les arcs, que, si l'on considére deux aires P, Q, 
limitées respectivement par les lignes ABC, DBC, qui ont une partie 
commune, les deux aires n’ayant pas de points communs en dehors 
de la limite commune BC, le nombre P+ Q mesure laire totale, 
obtenue en supprimant la limite commune BC, et limitée ainsi par 
la courbe ABDC. On suppose, bien entendu, que la définition qui a 
été précédemment esquissée s’applique aux aires considérées. 


EXERCICES. 


1. Calculer les valeurs approchées a 0,01 prés, par défaut, des nombres 


{ I = = 
S00 TES, Bees e, Vz—ve, 
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en supposant 


a SS Dy WMI). 909 Ch LOD Oat 


2. Soit @ un nombre entier plus grand que 1 et n un nombre naturel quel- 
f ee ee , : 
conque; la valeur approchée a qa Pres, par défaut, d'un nombre quelconque A 
peut se mettre sous la forme 


my 49 Hp 
Boe i iS ile ig ae JOOS oe 
a 


en désignant par & un nombre entier et par %, %, ..., 4» des nombres entiers 
positifs ou nuls, moindres que a, et ne peut étre mise sous cette forme que 
dune seule facon. 

En supposant a = 2, A = /2, n = 10, calculer les nombres %, %, 22 .. +5 210 


3d. En supposant qu'on ait obtenu, sous la forme indiquée dans lVexercice 


Bee bean 5 ; 
précédent, la valeur approchée a — prés de A, par défaut, quelle est la valeur 
ae 
, . nial! eee , 
approchée de A, par excés, 4 — prés? quelle est la valeur approchée de A par 
ar 


défaut, a —, prés, en supposant que le nombre naturel p soit inférieur an? 
a 


4. En conseryant les mémes notations que dans l’exercice (2), il est clair 
que, si l'on se donne les nombres A et a, le nombre ~, est déterminé, quelque 
grand que soit le nombre naturel nm: Dans quel cas arrive-t-il que tous les 
nombres x, soient nuls a partir de l'un d’eux? Dans quel cas arrive-t-il quils 
se reproduisent périodiquement, a partir de un d’eux ? 

Quelle est la période des nombres 2, %, ..., %, -.., quand on prend a = 2, 


Ave =? 


— 


7 
I] ne peut pas arriver que les nombres 1, %, ..., %», soient tous égaux 


a a@—1, a partir de l'un deux. 


5. Si l’on se donne, d’une part, le nombre entier a plus grand que 1 et, 
d’autre part, le nombre entier positif, nul ou négatif a, et la suite infinie (') 
de nombres entiers positifs ou nuls et tous inférieurs a a, 


O41, Aa, eee Ly Or) 


(‘) En disant que la suite a,, a, ..., @,, ... est injfinie, on entend que chaque 
terme de cette suite est suivi d’un autre terme; en disant qu’on se donne cette suite, 
on entend qu’on se donne le moyen de calculer n’importe quel terme de cettc suite 
quand on connait son rang. 
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il existe un nombre rationnel ou irrationnel A dont Ja valeur approchée a a 
pres, par défaut, est 


ay Le An 
A,=&+ SRM SI get Ne 


et cela quel que soit le nombre naturel n, pouryu toutefois que les nombres 
4, Oo, ..+, ny, --- me soient pas, 4 partir de l’un d’eux, toujours égaux 


. 


a a—t. Si pour n2p on aa,=a—1, le nombre Ay, quand n grandit indé- 


finiment, s’approche indéfiniment de la limite A, + rk 
a 


6. On peut calculer la valeur de a% ot a et x sont des nombres positifs donnés, 
avec telle approximation que l’on veut, par des multiplications et des extrac- 
tions de racines carrées : il suffit pour cela de remplacer « par sa valeur 


et nee 
approchée 4 — en prenant 7 suffisamment grand. Montrer comment le calcul 
2 


peut se faire en profitant de la forme indiquée a lexercice 2. 
Calculer de cette facon 3¥2 en se servant de la valeur approchée de \/» 


. 1 “ u 
a — prés : Sur quelle approximation peut-on compter ? 
310 


7. On donne une suite infinie @, @), ..., @n, ... de nombres entiers, tous 


plus grands que I. 


z ; . I 5 , 
La valeur approchée d’un nombre A a ——-———— prés, par défaut, peut se 
1,A_.4.An 


mettre, et cela d’une seule facon, sous la forme 


eae liga Ay a ' Xn 
Ayn = %+ — + + —— -+ .. i) a ne eat | 


ay GUE” AGG, De 5 


ol. a désigne un nombre entier et %,, %, ..., Z, des nombres entiers tous 
positifs ou nuls, respectivement inférieurs a @,, G2, ..., Ap. 

Calculer les nombres a, 2%, 42, %3, %, em supposant A = 2,7182818... 
le Gh = Dy Vipers Src Ci = Sh, Boe 

Supposons, en revenant au cas général, qu’on ait mis la valeur approchée 


< 1 < ; Gap 5 
de Aa ee ere mern NL ol gts défaut, sous la forme indiquée plus haut, com- 
RPM NEZ7 


4 ‘ . I 
ment peut-on mettre sous la méme forme, la valeur approchée de A 4 ————_—_ 
A; Az..-.Ay 


R ‘ y : ! 5 . 
prés, par excés, la valeur approchée de A a —————— prés, par défaut, en 
A, A,...ap 


supposant le nombre naturel p inférieur a 2? 


8. Si, dans l’exercice précédent, on suppose que 7 croisse indéfiniment, le 
nombre a, est évidemment déterminé, pour chaque valeur de nm, quand on se 
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donne A. Montrer qu’il ne peut pas arriver que l'on ait pour toutes les valeurs 
de n égales ou supérieures 4p, 4, = a,—1. 

Si on suppose, comme dans l’exemple numérique de l’exercice précédent, 
que l’on ait 


=, Cine 3 aes Qn=n+t, hae 


les nombres %, %, ..., %, seront tous nuls a partir de l'un d’entre eux si A 
est rationnel, et seulement dans ce cas. 


9. Si Pon se donne, dune part, la suite infinie de nombres entiers a, da, ..., 
@n, ..., tous plus grands que 1, d’autre part le nombre entier a, et la suite 
infinie de nombres entiers positifs ou nuls a, a, ..., %nr, ... respectivement 


plus petits que @;, @, ..., @n, il existe un nombre A tel que la valeur appro- 


chée de ce nombre a —————— prés, par deéfaut, soit égale a 
A,;a2~-..An 


4 an In 
An =%- — + —— +... + ——— > 
a, a,a, 1, Ay~..+An 


et cela quel que soit 2, pourvu que l’on n’ait pas ¢,= a@,—1 pour toutes les 
valeurs de 7 supérieures ou égales a un nombre naturel p. 
Dans le cas ot lon a ¢, = @,—1 pour toutes les valeurs de m supérieures 


ou égales a p, le nombre A,, quand n grandit indéfiniment, s’approche indé- 


I 


finiment de la limite A, + —————— - 
A1,a2... ap 


10. A quelle condition les nombres rationnels a, 6, a’, 6’ doivent-ils satis- 
faire pour que l’expression 
av\+b 
aE eas 


ot A est un nombre irrationnel, soit un nombre rationnel ? 


11. Si @ et 6 sont des nombres rationnels positifs, le nombre /a + V6 ne 
pent étre rationnel si a et 6 ne sont pas les carrés de nombres rationnels. II 


en est de méme de /a-— \/6, en supposant a@ différent de 0. 
$ 


42. Si a, b sont des nombres rationnels et si lon a b > 0, les expressions 
dae Vb) >. (o— Vo)* ne peuvent pas étre des nombres rationnels, a moins 
que 6 ne soit le carré d’un nombre rationnel. 


13. On ne peut pas avoir une relation de la forme 


aVart+bVa+tc=o, 
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ott a, b, ce, « sont des nombres rationnels si z n’est pas le cube d’un nombre 
rationnel ou si a, 6, c ne sont pas nuls a la fois. 


14. En désignant par a, & des nombres rationnels satisfaisant aux condi- 
tions a > 0, a? > b, les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’expres- 


sion Va+Vb+Va—yb soit un nombre rationnel consistent en ce que 


a+ Va—b 
2 


a*— b doit étre, ainsi que -» le carré d’un nombre rationnel. 


Ona 


VatemVa—m + Va—ramVa—mi=2m 


ou 


Va+o2mVa— m+ Va—amVa— ii 9) 2fa—m, 


suivant que lon a 2m? >a > m? ou a>2m?. 
16. Trouver deux nombres entiers «, @ tels que l’on ait 
ire Lea = 
V7 +572 =a+8y2 


Si a, 6 sont des nombres rationnels tels que (a — 63)6 soit positif, le 
nombre 


3 ate 2b3+a a peeniioy (arse 3 py een oon O62 
a ip \ 3 T304 


est rationnel. On montrera que les quantités qui figurent sous les racines 


5 ; 2 105 ae 
cubiques sont les cubes d’expressions de la forme «% + 6 /=S » en dési- 
3b 


enant par a, @ des nombres rationnels. 


$a 
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POLYNOMES. 


§ 4. — PRELIMINAIRES. 


27. Je rappelle tout-d’abord quelques définitions. 

Si Pon considére une ou plusieurs lettres x,y, 2, ... susceptibles 
de prendre telles valeurs qu’on voudra, un monome en , 7, 3, .-- 
est un produit de facteurs dont l’un (coefficient) est un nombre, dont 
chacun des autres est représenté par quelqu’une des lettres zx, y, 
=, ... : le nombre de ces derniers facteurs est le degré du monome. 
Le monome prend une valeur numérique déterminée quand on attri- 
bue des valeurs numériques déterminées aux variables x, y, 3, +. 
c’estce qu'on entend en disant qu’il est une fonction de ces variables. 
Si Pon n’attribue pas une valeur numérique déterminée a ces varia- 
bles, le moncme est une simple écriture, caractérisée, d’une part par 
son coefficient, d’autre part par le nombre de facteurs x, le nombre 
déntacteurs!77/s.): 2 

Lorsque le monome est précédé du signe + ou du signe —, on 
regarde ce signe comme attaché au coefficient, que l’on écrit d’habi- 
tude ayant les variables : — 3x2zy est un monome dont le coefficient 
est — 3. Le coefficient d'un monome peut d’ailleurs étre 1 ou —1: 
tel serait le cas pour les monomes 2x7, — xy. 

Le coefficient d’un monome peut étre représenté par une lettre 
que l’on choisira habituellement parmi les lettres de alphabet éloi- 
enées de celles qui représentent les variables. Avxy est un monome 
dont le coefficient est A. Sans doute cette lettre peut représenter des 
nombres distincts; mais, si on lui attribue des valeurs distinctes, on 
aura affaire 4 des monomes distincts. Dans un méme monome, le 
coefficient, s’il est représenté par une lettre, est une constante ; cette 
lettre joue un role tout a fait différent de celles qui figurent les va- 
riables. 
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Deux monomes qui ne différent que par le coefficient sont dits 
semblables. Deux monomes sont identiques si les coefficients sont 
les mémes, et s’ils contiennent le méme nombre de facteurs x, le 
méme nombre de facteurs y, .... 

Il est naturel de grouper ensemble les facteurs égaux a x7, ceux qui 
sont égaux ay, ..., et employer la notation des exposants pour 
représenter les produits partiels des facteurs x, des facteurs y, ... : 
ces exposants sont des nombres naturels : si le facteur x entre 7 fois 
dans un monome, si le facteur y entre p fois, ..., le monome est dit 
du degré nen x, du degré peny, .... Le degré du monome en 2, 
y, 5, +... est lasomme des exposants dont sont affectées ces lettres. 

Une lettre x, y, s, ... qui n’entre qu’une fois comme facteur doit 
étre regardée comme affectée de l’exposant 1, qui ne s’écrit pas. 

Il peut étre commode de regarder celles des lettres x, y, 2,... qui 
n’entrent pas effectivement dans le monome comme y figurant cepen- 
dant et comme étant affectées de exposant 0 (n° 22). 

Enfin, il peut encore étre commode de regarder un nombre, ou 
une constante, comme étant aussi un monome en 2, j’, 3, ..-, de 
degré o par rapport a chacune de ces variables. 

La somme de plusieurs monomes en 2, y, Z, ... est, par définition, 
un polynome en z,y, 2, -.- 3 un polynome peut d’ailleurs se réduire 
’ un seul monome; parmi les monomes qui constituent un polynome 
(les termes du polynome) peut figurer une constante. Un polynome 
prend une valeur numérique déterminée quand on attribue des va- 
leurs numériques aux variables xz, vy, s,...; c’est une fonction de ces 
variables. Quand on n/’attribue pas de valeurs déterminées a ces va- 
riables, le polynome est une simple écriture dont les éléments essen- 
tiels sont les coefficients et les exposants qui caractérisent chacun de 
ses termes. Le polynome est dit réduit lorsqu’il ne content pas deux 
monomes semblables; étant donné un polynome, on peut toujours 
effectuer la réduction des termes semblables, c’est-a-dire remplacer 
l'ensemble des monomes semblables par un seul monome qui leur soit 
semblable et dans lequel le coefficient est lasomme algébrique des 
coefficients des termes semblables, et supprimer les termes dont le 
coefficient serait nul : le polynome que l’on obtient ainsi prend la 
méme valeur numérique que le proposé quand on attribue aux varia- 
bles x, v, z, ... des valeurs numériques, d’ailleurs quelconques. 

Lorsqu’'un polynome en a, v, z, ... est réduit, son degré, en x, est 
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Vexposant le plus élevé dont est affectée la lettre x dans celui ou ceux 
des monomes consututifs du polynome qui la contiennent avec le plus 
fort exposant. De méme pour les degrés en 7, en z, .... Relative- 
ment a l’ensemble des variables x,y, 3, ..., chaque terme du poly- 
nome, que je suppose toujours réduit, a un degré, la somme des 
exposants dont sont affectées, dans ce terme, les lettres x, y, 5, .... 
Le plus grand de ces degrés est le degré du polynome en z, y, z, ...; 
quand tous ses termes sont de méme degré, le polynome est dit homo- 
gene. 

Deux polynomes sont dits ‘dentiques lorsque, étant réduits, ils 
sont composés des mémes monomes. Leurs valeurs numériques sont 
alors les mémes quand on attribue aux variables un systéme de valeurs 
numeériques. 

L’ordre dans lequel sont écrits les termes du polynome réduit 
n’importe pas. Toutefois, il est souvent commode de ranger ces termes 
dans un ordre déterminé, d’ordonner le polynome. Quand il ne con- 
tient qu’une variable, on range les termes par degrés croissants, ou 
décroissants; c'est ce qu’on appelle ordonner le polynome par rap- 
port aux puissances croissantes ou décroissantes de la variable. 

On déduit des régles relatives 4 Vaddition, a la soustraction, a la 
multiplication des nombres des régles qui permettent, deux poly- 
nomes étant donnés, de trouver un polynome réduit dont la valeur nu- 
mérique soit toujours égale, quel que soit le systeme de valeurs 
numériques attribuées aux variables, ala somme, a la différence, ou 
au produit des valeurs numériques des polynomes donnés. Je ne 
reviens pas sur ces régles, bien connues du lecteur. Que la solution 
qu’elles fournissent des problémes posés soit la seule possible, c’est 
ce qui sera établi tout a l’heure. 

L’objet propre de lAlgebre est étude des polynomes a différents 
points de yue; une des parties les plus importantes de cette étude est 
la recherche des systémes de valeurs qu'il faut attribuer aux variables 
pour que la valeur du polynome soit nulle : c’est la théorie des équa- 
tions algébriques. Je commencerai par l'étude des polynomes a une 
variable, en me placant surtout au point de vue de la facon dont la 
valeur du polynome dépend de la valeur de la variable. Il est intéres- 
sant, en particulier, de savoir si la valeur du polynome croit ou dé- 
croit, quand la valeur de la variable croit; quel est le signe de la 


valeur du polynome, etc. 
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Au lieu de dire valeur du polynome pour une valeur déterminée 
de la variable, il m’arrivera fréquemment de dire simplement le poly- ° 
nome par une ellipse un peu incorrecte. C’est ainsi qu’on dit: le 
polynome est nul, tl croit, tl décroit, .... 


98. L’étude de la variation a été faite dans les éléments pour les 
polynomes en x du premier et du second degré ax + 6, ax?-+ bx +c 
(a, b,c sont les coefficients; a est supposé différent de 0). 

On sait de quelle commodité, pour cette étude, est la représenta- 

{ yt 
tion graphique. 

Aprés avoir fait choix d’un systeme d’axes coordonnés rectangu- 
laires OX, OY, dont Porigine est le point Wintersection O, d’une 


unité de longueur, d’un sens positif sur chacun des axes, on fait cor- 
respondre a chaque point M du plan ses coordonnées x, y, c’est-a-dire 
les deux équiyalents algébriques des vecteurs OP, OQ dont les extré- 
mités sont les projections orthogonales P, Q du point M sur les axes, 
et a chaque systeme de nombres relaufs x, y Je point dont ces 
nombres sont les coordonnées, le premier étant Vabscisse, le second 
Vordonnée. 

On sait que le lieu des points M, de coordonnées x, vy, pour les- 
quels on ay = az + b est une droite (dont on dit que y= ax-+b 
est ’équation) : @ est le coefficient angulaire ou la pente de cette 
droite et de toutes ses paralléles; c’est l’ordonnée du point d’abscisse 


, 


égale a1, pour la paralléle a la droite considérée qui passe par lori- 
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gine, paralléle dont l’équation est y = ax: cette paralléle est, ou non, 
située dans l’angle des coordonnées positives et dans langle opposé 
par le sommet suivant que a est positif ou négatif. 


Risers 


Si ’on suppose que le point variable P, d’abscisse x, se déplace sur 
laxe des x de gauche a droite, que x croisse de — « A +4, on voit 
sur les figures comment Vordonnée y=az-+ 6 du point M croit 
de —«# a+, ou décroit de + 0a—o, suivant que a est positif 
ou négatif. Le nombre y= azxz- best de signe contraire a a, tant 


: b 
x, T n ra z 
que z n’a pas atteint la valeur — =; pour laquelle y est nul, c’est- 


a-dire tant que le point P est 4 gauche du point A, ov la droite ren- 
contre l’axe des 2; y est au contraire du méme signe que a lorsque x 


j ; b : A : 
a dépassé la valeur — a quand le point P est a droite de A. 


Il est commode d’imaginer que le point variable P, d’abscisse x, 
se meut sur ]’axe des z d’un mouvement uniforme avec une vitesse 
égale a 1, en passant a l’origine a l’époque o, en sorte que cette ab- 
scisse x représenle le temps, mesuré avec une unité convenable. Le 
point Q, correspondant a x, se meut alors d’un mouvement uniforme 
sur axe des v, avec une vitesse égale a a, en montant ou en descen- 
dant conslamment suivant que a@ est positif ou négatif : il est en O 
quant le point P est en A: il se déplace plus ou moins vite suivant 
que la valeur absolue de @ est plus ou moins grande, que la pente de 
la droite est plus ou moins forte. 

Si lon considére une droite quelconque (D), non paralléle a axe 
des y, les coordonnées x, y d’un point quelconque de cette droite véri- 
fieront une équation vy = ax +b, dans laquelle les constantes a et 0 
(la pente et l’ordonnée a lorigine de la droite) caractérisent la posi- 
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tion de la droite. Si celle-ci doit passer par un point de coordon- 
nées 2’, 9’, on doit avoir 


y =anr— 6, b= y'—az’, 
el son équation peut, par suite, s’écrire 
Ne ONT) 


telle est l’équation d’une droite dont la pente est @ et qui passe par 
lempointer V's 

Si x”, y” sont les coordonnées d’un point de cette droite, autre que 
le point de coordonnées x’, y’, on aura 

Ved 


N 


a 2 — a ) 


ainsi la pente d’une droite qui joint deux points est égale a la diffé- 
rence des ordonnées de ces deux points, divisée par la différence de 
leurs abscisses. En particulier, la pente d’une droite qui joint Vorigine 


va 


au point dont les coordonnées sont 2’, 7 est 2. 
= 


La formule 2%—~; qui donne la pente de la droite qui joint les 
a —~ 


deux points de coordonnées x’,-y' et x”, y" représente aussi la vitesse 
@un point qui se mouvrait uniformément sur l’axe des y et qui, aux 
époques x’, x”, passerait aux points dont les ordonnées sont y’, y". 

L’équation de la droite qui joint les deux points de coordon- 
nées z', vy’ et x", y", ou V’équation du mouvement uniforme sur laxe 
des y du point qui, aux époques 2’, x”, passe aux points dont les 
ordonnées sont 7’, y", est 


ie Pd n: 
at) ae rae eas 


dans le dernier cas, 2 représente le temps. 

La variation du trinome du second degré ax? + bx +c, la forme 
et la disposition de la parabole lieu des points dont les coordon- 
nées x, y vérifient l’équation 


’ 


¥=ax+ bx--c, 


résultent aisément de ce qu'on vient de dire sur la variation d’un 
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binome du premier degré et de Pidentité 


b X2 , ac — b2 
avt+bare=al (e+ =) |: 


2a 


je ne m’y arréterai pas, non plus qu’a la fagon dont le point Q, d’or- 

donnée v, se déplace sur l’axe des vy, quand le point P d’abscisse 2 
ae) Pp oo I 

se meut uniformément sur axe de z, de gauche a droite. 


29. Considérons encore la fonction az”, ot. a est un nombre diffé- 
rent de o, et 2 un nombre naturel. 

Le cas ot rn est égal a1 a été étudié plus haut : on peut Pécarter. 

Comme le produit de deux ou plusieurs nombres positifs augmente 
quand ces nombres augmentent, il est clair que x” croit de 0a+ a, 
quand x croitde oa +e: d’un autre cété, quand on change x en 
—ax, x" se change en — x”, ou ne change pas, suivant que 7 est 
impair ou pair. Il suffit de ces remarques pour reconnaitre, grossié- 
rement, que la courbe définie par Péquation y=ax” a lune des 
quatre formes figurées 1c1. 


ete 3b 7h 


Les deux premiéres figures se rapportent au cas ott n est impair, la 
premiére au cas ot a est positif, la seconde au cas ot a est négatif; 
Porigine est alors un centre de symétrie pour la courbe, parce que 
deux points, dont les coordonnées sont des nombres symétriques, sont 
eux-mémes symétriques par rapport a Vorigine. 

Les deux dernicres figures se rapportent au cas ott n est pair, la 
troisieme au cas oldest positif, la quatriéme au cas ot @ est négatif. 
Dans ce cas laxe des y est, pour la courbe, un axe de symétrie. 

Dans tous les cas, ax” est nul pour «= 0; dans le premier cas 
(m impair, @>0), pour c=0, ax” est plus petit que pour les 
valeurs de 2 un peu plus grandes que o, et plus grand que pour 

des b) 
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les valeurs de z un. peu plus petites que o: on dit que az”, pour 
“= 0, est une fonction crotssante. Dans le second cas (rn impair, 
a@<0) pour z= 0, az” est plus grand que pour les valeurs de x un 
peu plus grandes que o, et plus petit que pour les valeurs de x un 
peu plus petites que o: on dit que ax”, pour x = 0, est une fonction 
décrotssante. 

Dans le troisiéme cas (n pair, a> 0), pour =0, aa” est plus 
peut que pour les valeurs de x voisines de 0, positives ou négatives : 
on dit que pour #2 = 0, az” passe par un minimum; dans le qua- 
trieme cas, enfin (n pair, a<0), pour =0, ax” est plus grand 
que pour les valeurs de x voisines de 0, positives ou négatives : on dit 
que ax”, pour & = 0, passe par un maximum. 

Lorsque x est nul, ax” est nul; quand & est voisin de 0, ax” est 
voisin de o. Il est aussi voisin de o qu’on veut, pourvu que & soit lui- 
méme suffisamment voisin de o. D’une facon précise, si l’on se donne 
un nombre positif a, aussi petit que Pon veut, on peut trouver un 
nombre positif 8, tel que @x” soit certainement plus petit que a, en 
valeur absolue, pourvu que x soit plus petit que (@, en valeur absolue, 
tel, en d’autres termes, que la condition |xv|<§ entraine linéga- 
lité | axe ee 

Cette derniére inégalité, en effet, est vérifiée, pourvu que Von ait 


oA oe are 
lore, el<y/ 7S: 


jal" 


n 
il suffira done de prendre @ aly. 

Le fait que ax” est aussi peut que l’on veut, en valeur absolue, 
pouryu que z soit suffisamment petit en valeur absolue, s’exprime en 
disant que az” est infiniment petit avec x. 

En supposant que le nombre naturel p soit plus grand que n, ba? 
est infiniment petit avec 2, de méme que az”. On dit que bz? est 
infiniment petit par rapport a @x2”, en entendant par la que le rapport 
— — 2 Pn est infiniment petit avec 2. 

Pouryu que x soit suffisamment petit, ba? est petit par rapport 
diac" (note du n° 19). est a peme utile de dire que les nombres 


\ 


a, b sont supposés différents de o. 
Considérons, par exemple, les expressions 2z?, 10005 et ne consi- 
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dérons que des valeurs de x2 moindres que 0,01 en valeur absolue; 
2x? restera, en valeur absolue, moindre que 0,0002 et 100025, 
moindre que 0,0000001; si, sur une feuille de dessin, on voulait 
figurer les deux courbes dont les équations sonty = 2.22, y= 100025, 
en prenant le métre pour unité de longueur, la portion de la premiére 
courbe dont les points ont une abscisse moindre qu’un centimétre, en 
valeur absolue, ne pourrait guére se distinguer de Vaxe des x; la 
portion analogue, pour la seconde courbe, ne s’en distinguerait nulle- 
ment; cette courbe ne paraitrait guére se séparer de l’axe des x que 
pour les points dont l’abscisse serait comprise entre quatre et cing 
centimetres. 

En particulier, siz est plus grand que 1, az” est infiniment petit 
par rapport a2, ou un infiniment petit d’ordre supérieur az. Quand x 
est suffisamment petit, en valeur absolue, az” est, en valeur absolue, 
beaucoup plus petit que 2. 

Considérons la courbe dont l’équation est y= ax"; le rapport 


i 


— —qzr-i 
xz 


est la pente de la droite qui joint le point O au point M de la courbe, 
qui a pour coordonnées x et y = ax"; pourvu que x soit assez pelit 
en valeur absolue, pourvu que le point M soit suffisamment voisin - 
du point O, cette pente est aussi faible qu’on veut, la droite qui joint 

le point O au point M s’écarte aussi peu qu’on veut de l’axe des z : 

c'est ce qu’on exprime en disant que l’axe des x est tangent a la 

courbe au point O. Ceci suppose rn > 1. 

Lorsque n est impair la courbe traverse la tangente en O : le 
point O est un point dinflexion. 

Lorsque n est pair, aux environs du point O, Ja courbe est tout 
entiére d’un coté ou de l’autre de axe de x: c’était pour les anciens 
la propriété caractérisuque de la tangente. 

Dans tous les cas, la distance MP du point M a la tangente est 
beaucoup plus petite que OP, pourvu que P soit assez pres de O. 

Quand z est tres grand en valeur absolue, ax” est lui-méme trés 
erand en valeur absolue. D’une facon précise : 

Quelque grand que soit le nombre positif A, on peut trouver un 
nombre positif B tel que la condition |xz|>>B, entraine Pinégalté 
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|ax"| > A. On pourra prendre 


Cea A 
\a| 

On dit que az” est infiniment grand avec x. 

Si on suppose p > n, bx? estinfiniment grand par rapport aaz”, 
c’est-a-dire que le rapport de bx? a ax” finit par étre aussi grand 
quwon le yeut, en valeur absolue, pourvu que & soit suffisamment 
grand, en valeur absolue. En particulier, si m est plus grand que 1, 
ax” est infiniment grand, par rapport a x. 

Par exemple, on a yu que, pour les valeurs de x suffisamment voi- 
sines de 0, la courbe dont l’équation est y= 1000z° est située entre 
Paxe des x et la courbe dont |’équation est y = 2x7, beaucoup plus 
pres de axe que cette derniére; pour les grandes valeurs positives 


de x, au contraire, la premiére courbe monte beaucoup au-dessus de 


la seconde. 


§ 2. — ETUDE D'UN POLYNOME A UNE VARIABLE POUR LES VALEURS 
DE LA VARIABLE VOISINES DE ZERO. 


30. On verra tout 4 Vheure comment Pétude d’un polynome en 2, 
pour les valeurs de xz qui avoisinent un nombre quelconque 2», se 
raméne a l'étude d’un autre polynome pour les valeurs de la variable 
qui sont yoisines de o. C’est sur cette étude fort importante que Je 
vais m’arréter. 

Lorsqu’on yeut étudier un polynome en x pour les valeurs de x 
voisines de o, il convient dordonner ce polynome par rapport aux 
puissances croissantes de x, parce que, alors, chaque terme est petit, 
en valeur absolue, par rapport a ceux qui le précédent, pourvu que x 
soit suffisamment peut en valeur absolue. 

Considérons, par exemple, le polynome 


3—27+ 4x7?— 5x + a; 


chaque terme sera plus petit, en valeur absolue, que le terme qui le 
précede, si 2 est, en valeur absolue, inférieur au plus peut des 


nombres 
3 2 
Bi FD ay 
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c’est-a-dire plus petit que 4. Supposons qu’on n’ait affaire qu’aux 


x 


valeurs de x qui vont de — 74,4 -+- 745, ou, comme on dit, qui appar- 
tiennent a Vintervalle (') (— 74, +74); les termes — 22, 42°, 
— 0x, x resteront tous petits; la valeur du polynome sera a peu 
pres égale a 3, c'est une premiére valeur approchée. Une valeur plus 
approchée sera fournie par celle de 3 — 22, car l’erreur que l’on 
commet en substituant la valeur de 3—o2.2z a celle du polynome, 


© est-a-dire la valeur du polynome 4.72 — 5x + 2‘, sera trés petite; 
puisque les valeurs (absolues) de 4.?, —523, xt sont petites par 


rapport a celle de 2. 3 — 2x est une expression approchée du poly- 
nome, beaucoup plus facile a calculer que ce polynome lui-méme, et 
dont il suffira, dans bien des cas, de connaitre la valeur. L’expres- 
sion 3 — 2x2 + 4x” sera de méme une expression plus approchée du 
polynome, ete. 

Si, par exemple, on yeut calculer la valeur du polynome pour 
# = 0,0025, en se servant des expressions approchées 3, 3 — 22, 
3— 2x2 + 427, on trouvera les valeurs approchées 


3, 2,9950, 2,99502500; 


tandis que la valeur exacte est 2,995 0249219140625. I] n’y a pas de 
science d’observation, si précise soit-elle, ou cette valeur exacte 
importe, ait méme quelque signification; la premiére valeur appro- 
chée, bien souvent, et la seconde, presque toujours, suffiront ample- 
ment dans la pratique. 

Ces observations semblent n’avoir qu’une valeur pratique; on va 
voir qu’elles ont une trés grande importance théorique. Il est d’ail- 
leurs clair qu’elles ont besoin d’étre précisées, car elles tomberaient 
en défaut s’il y avait dans le polynome un coefficient tres grand; 
3 — 2x ne fournirait pas, pour 7 = 0,0025, une valeur approchée du 
polynome 3 — 24 + 4x2?— dx + 1079 2', 

Obseryons d’abord que si, dans un polynome, on remplace tous 
les coefficients par leur yaleur absolue et 2 par sa valeur absolue, ou 


un nombre plus grand, on ne peut qu’augmenter la valeur absolue du 


polynome. Si, en particulier, on ne veut considérer que des valeurs 


(1) Si a, 6 sont des nombres distinets Vintervalle (a, b) est Vensemble des 
nombres a, 6 et des nombres réels compris entre a, 6. 
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de la variable qui soient, en valeur absolue, au plus égales a 1, il est 
clair que la valeur absolue du polynome sera au plus égale a la somme 
des valeurs absolues de ces coefficients. D’un autre cété lorsque, dans 
un produit de facteurs positifs, on remplace un des facteurs par un 
nombre plus grand, on ne peut qu’augmenter le produit. 

Ces simples remarques nous fournissent un moyen simple d’éyaluer 
des limites des erreurs que ’oncommet en procédant comme on vient 
de Vexpliquer. 


Si, par exemple, on revient au polynome 
3— 244+ §2?— 523+ x, 


et sil’on désigne par z’ la valeur absolue de x, supposée inférieure 
a 1, on voit que les erreurs que l’on commet quand on substitue au 
polynome les expressions approchées 3, 3— 27, 3—2r7+ 4x7, a 
savoir les valeurs des polynomes 


—27+4n?—-5x35-7'= a7(—2—far—5x?+ 2&3), 
4 xv? — 523 4- vt = 27 (4 —52 +27), 


— $23-- a= @(— 5 + 2), 


sont respectivement moindres, en valeur absolue, que 


t 


e(2+4+5+1)=122', 
CAL) Non, 


a'3 (5 +1) = 62’, 


et par conséquent, si 2’ est moindre que 0,01, respectivement 
moindres que 


,12, 0,001, 0,000006. 


Si Pon prenait le métre pour unité de longueur, et st fon voulait 
construire, sur une feuille de papier a dessin, la partie de la courbe 
définie par l’équation 


Y= 3—2e+ {2?—57 4 x 


qui correspond aux valeurs de x comprises entre —o,o1. el 0,01, 
cette partie de courbe différerait peu de la droite dont l’équation est 


Ve= 3 — 2a 


- POLYNOMES. a1 
et ne pourrait pas se distinguer de la parabole dont Péquation est 


Y=3—2r7+ 4x. 


31. Les propriétés des polynomes ordonnés suivant les puissances 
croissantes de 2 vont toutes se déduire du théoréme suivant : 

St un polynome en x ne contient pas de terme constant, ce 
polynome, quis annule pour x=0, reste ausst petit quwon veut, en 
valeur absolue, pourvu que x soit suffisamment petit en valeur 
absolue. En dautres termes, un tel polynome est infiniment petit 


avec ZX. 


Quand il ne contient pas de terme constant, un polynome est nul 
pour 2 = 0; réciproquement, pour que la valeur d'un polynome ré- 
duit soit nulle pour z = 0, il faut évidemment que le terme constant 
soit nul; tel est, par exemple, le polynome, ordonné suivant les 


pulssances croissantes de 2, 
2~3— H+ BxP— Gre. 


Si Pon désigne par x’ la valeur absolue de x, la valeur absolue du 


polynome ne peut dépasser 


2x34 gt 3a 4 fa’ = 7'3(94 w+ 342+ 42’), 


ni a fortiort 
1+3+4)@22= 102%, 


Ww 
+ 


si x’ est moindre que 1. 

Si x’ est trés petit, il en sera de méme de 102%, @ fortiori de 
la valeur absolue du polynome; quand wx reste voisin de o, la 
valeur du polynome reste elle-méme voisine de o; d'une facon 
précise 

Si Von considére un polynome en x, sans terme constant, et 
st Von se donne unnombre positif 4, ausst petit qwon le veut, on 
peut fixer un nombre positif 2, tel que le polynome reste, en va- 
leur absolue, moindre que 4, pourvu que x soit moindre que 2 en 


valeur absolue. 


Pour que le précédent polynome, par exemple, reste moindre que 


0,01, en valeur absolue, il suffira de supposer 2’ < 0,1. 
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Si un polynome en x contient un terme constant, sa valeur, pour 
x = 0, est celle de ce terme constant : je vais montrer que, si x reste 
voisin de o, la valeur du polynome reste voisine de celle de ce terme 
constant. 

Considérons, par exemple, le polynome ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de 2, 


sa valeur, pour = 0, est —5; sa valeur, pour n’importe quelle 
valeur 2» de x, s obtient en faisant la somme de — 5 et de la valeur, 
pour 7 = Zo, du polynome 22*— x*+ 325— 4x", qui ne contient 
pas de terme constant; cette derniére valeur sera voisine de 0, si & 
est voisin de o. La différence entre la valeur du polynome proposé et 
la valeur — 9 qu il prend pour x =o reste, en valeur absolue, aussi 
peuite qu’on le veut, pouryu que x reste suffisamment voisin de o. 
‘n @autres termes, qui s’appliquent d’ailleurs, soit que le polynome 
comporte un terme constant, soit qu’il n’en comporte pas : 


St Von se donne un nombre positif 4, on peut lui fatre cor- 
respondre un nombre positif 8 tel que la différence entre les 
valeurs que le polynome prend pour x=0 et pour r=2Xo solt 
motndre que 4 en valeur absolue, pourvu que x» soit lut-méme 


moindre que % en valeur absolue. 


C'est ce que on exprime d’une facon abrégée en disant que tout 
polynome en & est une fonction continue de x, pour x =o. 


Un polynome en x, qui contient un terme constant, ne sannule 
) ’ 
pas pour les valeurs de x suffisamment voisines de 0; pour ces 
mémes valeurs, tl est de méme signe que son premier terme. 


ll suffira de prendre, dans exemple précédent, « inférieur a la 
valeur absolue 5 du terme constant, et de déterminer % de facon que 
la valeur absolue du polynome 22? — x‘ +- 32% — 4x soit moindre 
que #; on sera certain que, si x est moindre en valeur absolue que 8, 
le polynome 


—5 + 273— 7+ 375— 4x 


ne sera jamais nul, et qu il sera toujours du signe de — 5, 
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Pour les valeurs de x, autres que 0, mats suffisamment voisines 
de 0, un polynome ordonné suivant les putssances crotssantes 
de x et ne contenant pas de terme constant ne s'annule pas etest 
du méme signe que son premier terme. 


Considérons, par exemple, le polynome 


, ', 


2x3— {a+ 5x8, 


Sa valeur est égale au produit de x par celle du polynome 


celle-ci, pourvu que x ne soit pas nul et soit moindre, en valeur 
absolue, qu'un nombre positif convenablement choisi, est différente 
de o et du méme signe que 2; son produit par #* sera donc, dans les 
mémes conditions, du méme signe que 2.23, et ne s’annulera que 
Poll 7 == 0. 

Le polynome 22*— 42*+ 52° est nul pour x = 0, positif pour x 
un peu plus grand que o, négatif pour z un peu plus petit que o, de 
méme que 22%; les valeurs qu’il prend pour des valeurs de x un peu 
plus grandes ou un peu plus petites que 0 sont respectivement plus 
grandes ou plus petites que celles quil prend pour «=o. C’est 
ce qu’on exprime en disant que le polynome est, pour z= o0, une 
fonction croissante de x (n° 29). 

Soit, en général, ax” le premier terme d’un polynome ordonné 
suivant les puissances croissantes de x, dans lequel ne figure pas de 
terme constant. Pour z =o, le polynome sera nul, comme ax’; 
pour « yoisin de 0, le polynome sera du méme signe que ax” : le 
polynome sera, comme ax’, plus grand ou plus peut que la valeur 
qu il prend pour z = 0; le polynome, au point de vue de la variation, 
se comporte, pour 7 = 0, comme son premier terme ax”. Si m est 
impair, il sera croissant ou décroissant, suivant que @ sera positif ou 
négatif. Si m est pair, le polynome, suivant que a sera positif ou né- 
eatif, passera, pour 2 = 0, par un minimum ou un maximum, c’est- 
a-dire qu’il sera, pour les valeurs de x voisines de 0, positives ou né- 
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gatives, plus grand que pour z = 0, dans le premier cas, plus peut 
que pour 2 = 0, dans le second cas. 

Si le polynome contient un terme constant, ce terme constant 
ninflue pas sur le sens de la variation : on n’en tiendra pas comple, 
et ’on regardera seulement le terme ax”, du plus bas degré, en 
dehors du terme constant. Pour z =o, le polynome sera croissant 
ou décroissant, présentera un minimum ou un maximum, dans les 
mémes conditions que az”. Seulement, sa valeur, pour z =o, sera le 
terme constant, au lieu d’étre 0, comme dans le cas précédent. 

Considérons, par exemple, le polynome 


ou plutot la portion de cette courbe qui correspond a des valeurs de x 
voisines de o. 


ieee. 


Pour «=o, y est égal a 3; 3 est Pordonnée du point A de la 
courbe situé sur l’axe des y; pour avoir les ordonnées des autres 
points i] faut ajouter a 3 la valeur de — 2% + 4272— 523+ 2; pour 
les valeurs de x voisines de o, la valeur de ce polynome est positive 
si @ est négatif, négative si z est positif; la valeur de y est d’abord 
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un peu plus grande que 3, puis un peu plus petite; A gauche de 
Paxe des y la courbe est au-dessus de la droite AA’;-4 droite, elle est 
au-dessous : pour «=o, le polynome est décroissant. Considérons 
la droite dont l’équation est y= 3 — 22, droite que le lecteur sait 
tracer; pour les valeurs de x voisines de 0, l’ordonnée de cette droite 
différe peu de celle de la courbe; 4 un point M! de la droite corres- 
pond un point M de la courbe, de méme abscisse 2; on obtient l’or- 
donnée de ce point M en ajoutant a l’ordonnée 3 — 2x du point M! 
la valeur du polynome 4%? — 53+ x : cette valeur est l’équivalent 
algébrique du vecteur M’M, en prenant pour direction positive, sur 
les paralléles a Vaxe des 7, la méme direction que sur cet axe. 

Le polynome 4.2? — 523+ x‘ est positif, quand z est voisin de 0 : 
la courbe est au-dessus de la droite AB, de part et d’autre de A. 
Cette droite est tangente ala courbe, au sens que les anciens donnaient 
ace mot; eile lui est encore tangente, dans le sens des modernes; en 
effet, la pente de la droite qui joint au point A, dont les coordonnées 
sont 0 et 3, le point de la courbe dont les coordonnées sont x et 


3 —297 + 422—d2+ 2, 


est (n° 28) 


3— 24274 427?— 5x4 xt—3 


=—2+ 4@74+ 52724 w; 


cette pente différe aussi peu qu’on le veut de la pente de la droite AB, 
qui est égale 4 — 2, pourvu que z soit suffisamment voisin de o. 
C’est ce qu’on exprime en disant que la droite AB est la limite d’une 
sécante qui joint le point A a un point voisin de la courbe, quand 
ce point se rapproche du point A, ou encore en disant que la 
droite AB est tangente en A a la courbe. 

Je n’ai pas tracé, pour ne pas compliquer la figure, la parabole dont 
l’équation est y = 3 — 2x7 + 4x2, qui, pour les valeurs de x voisines 
de o, semblerait presque se confondre ayec la courbe, et qui est, elle 
aussl, tangente a la droite AB, en A; pour une méme valeur de x 
Vordonnée de la courbe s’obtient en ajoutant a Vordonnée de la para- 
bole la valeur du polynome — 523+ «', qui, pour les valeurs de x 
voisines de 0, est positive si. est négalif, négative si # est positif. A 
droite de l’axe des , la courbe est au-dessus de la parabole, a gauche 
elle est au-dessous : les deux courbes se traversent au point A, ot 
elles sont tangentes. 
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La signification des expressions approchées que lon peut substituer 
au polynome apparait clairement. 

Dans le polynome qu’on vient d’étudier, il y avait un terme du 
premier degré. Les choses se passeraient un peu différemment sl ce 
terme n’existait pas, et suivant que le premier terme qui ne manque- 
rait pas serait de degré pair ou de degré impair. Je me contente d’in- 
diquer les résultats sur un exemple. 


Si l’on considére le polynome 2 + 4%? — 5x?+ 2‘, ou la courbe 


définie par l’équation 
V = 2 2 4e*?— 523 at, 


on voit que, pour z =o, le polynome passe par un minimum, dont 
la valeur est 2; la tangente en Aa la courbe est paralléle a laxe des y; 


2 


Fig. 13. 


la courbe est, dans le voisinage du point A, au-dessus de sa tangente ; 
la parabole dont Péquation est y = 2 + 427 a été figurée en ponctué; 
elle traverse la courbe en A tout en lui étant tangente. 


Enfin, si ’on considérait le polynome 2 — 5x34 2‘ ou la courbe 
définie par l’équation 


| 
i) 
| 

Co 
8. 
+ » 
= 
: 


4 


on voit encore que le polynome est décroissant pour % = 0; la tan- 
gente a la courbe au point A, dont les coordonnées sont 0 et 3, est 
encore paralléle a l’axe des x; la courbe est au-dessus de la tangente 
a droite de axe des y, elle est au-dessous, a gauche. Elle serait au- 
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dessus de la courbe, facile 4 tracer, dont |’équation est 
G2 DO. 


Le point A est un point d’inflexion des deux courbes. 


Si Pon consideére, d'une fagon générale, le polynome 
Ag+ Aya + Ag xv? A3xve+. ey 


dans lequel on admet que certains des coefficients Ay, Ay, .-. 
puissent étre nuls; la valeur du polynome, pour 2 = 0, est Ay; elle 
est voisine de Ay, pour les valeurs de & voisines de o. 

Pour ces valeurs le signe du polynome est le méme que celui du 
premier des termes A,, A, x, Ay x?, ..., dont le coefficient n’est pas 
nul. Le sens de la variation du polynome pour x = 0 est donné par 
le premier de ces termes, autres que Ao, dont le coefficient n’est pas 
nul. Si le premier de ces termes est de degré impair, le polynome, 
pour z= 0, est croissant ou décroissant, suivant que le coefficient 
du premier terme est positif ou négatif; si le premier de ces termes 
est de degré pair, le polynome, pour x = 0, passe par un minimum 
ou un maximum suivant que le coefficient du premier terme est positif 
ou négatif. 

Les expressions 


Ao, Ag+ Anas Ay + Ayx + Ag x?, 


sont des expressions approchées du polynome, pour les valeurs de x 
voisines deo; on sait calculer une limite de l’erreur que l’on commet 
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quand on substitue ala valeur du polynome Vune de ces expressions 
approchées. 


L’équation 
y=AotAie 


est ’équation de la tangente a la courbe définie par l’équation 


y=AnotArpv+Agxv?+..., 


au point de cette courbe qui est sur l’axe des y. Cette courbe est, 
dans le voisinage du point de contact, dun méme cété par rapport a 
sa tangente, si le premier des termes A, x?, A3x*, A,x', ..., dont le 
coefficient n’est pas nul, est de degré pair; au-dessus, ou au-dessous, 
suivant que ce coefficient est posiuif ou négatif. Elle traverse sa tan- 
gente, le point de contact est un point d’inflexion, si le premier 
terme dont le coefficient n’est pas nul est de degré impair. 


32. Il nous sera trés utile plus tard d’avoir observé que ces propo- 
sitions s’étendent a des expressions qui ne sont pas des polynomes, 
mais qui peuvent étre mises sous une forme analogue a celle que nous 
venons de considérer. 

Reprenons |’expression 


Ag+ A, + Agv?+...+ Ape” 14+ Aya”, 


qui nous a servi Jusqu ici a représenter un polynome. Je suppose que 
toutes les quantités Ay, A, soient des constantes, sauf la derniére A, ; 
quant a cette derniére, qui peul maintenant dépendre de a, Je fais 
seulement sur celle lhypothése suivante : en désignant par « un 
nombre positif plus petit que 1, convenablement choisi, A, reste, en 
valeur absolue, moindre qu’un certain nombre positif fixe B, pouryu 
que & soit lui-méme moindre que , en valeur absolue. Telle serait, 


par exemple, l’expression 


3— 2x7 + 4n?— 5x24 x sing, 


puisque la valeur absolue de sing est, au plus, égale a 1. 

Alors toutes les conclusions précédentes subsistent : en effet, si 
Yon désigne par 2’ la valeur absolue de x et par Aj, Aj, ..., Aj,_, les 
valeurs absolues des coefficients constants Ay, Ay, ..., Ayn_y, il est 
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clair que, si l'on suppose 2’ plus petit que «, la valeur absolue de l’ex- 


pression 
Ag+ Aga +...+Ap_1o"-1+ Apgr 


sera moindre que S en désignant maintenant par S la somme des 
nombres A,, A,, ..., A,_, et B..C’est une remarque de cette nature 
quia été notre point de départ; toutes les démonstrations peuvent 
étre reprises sans changement, et les conclusions sont les mémes. 


Le lecteur n’aura, par exemple, aucune peine a prouver que, sion 
I : ide: are 
suppose oe! cel 5” Pexpression —2+424+ 0274+ xz sinxz ne peut 


s'annuler et est du méme signe que — 2; dans les mémes conditions, 


Pexpression 22+ 422?—5z>+ xv'sinz ne s’annule pas, sauf pour 
xz =o; elle est du méme signe que — 22; si l’on regarde — 2x 
comme une expression approchée, l’erreur commise en la substituant 


a —2x2+4x227—dx?+- x%sinz sera moindre, en valeur absolue, 
que x?(4+5+1)=102”. 

On voit se reproduire toutes les circonstances des démonstrations 
précédentes, et je crois inutile d’insister davantage, pour montrer 
que les conclusions relatives a la continuité, a la croissance ou a la 

- décroissance pour £ = 0, au signe pour les valeurs de x voisines de o. 
subsistent : les mots continuité, crotssance, décrotssance doivent 
étre entendus dans le méme sens qu’on leur a attribué quand il 
s'agissait des polynomes. 

Il conyient toutefois de remarquer que les conclusions relatives au 
signe ou a la variauion de expression considérée n’offrent d’intérét 
que si, dans celte expression, le terme qui détermine soit le signe, 
soit le sens de la variation, n’est pas le dernier terme A,x”, dont on 
sait seulement que le coefficient A, reste compris entre certaines 
limites quand z est suffisamment petit, mais bien un des termes pré- 


cédents, a coefficient différent de o. 


§ 3. — POLYNOMES IDENTIQUES. 


33. Un polynome réduit, a une variable, ne peut étre nul pour 
toutes les valeurs de la variable que si tous les coefficients sont 
nuls : on dit alors que le polynome est idenuquement nul. 

Cette proposition résulte immédiatement de ce qui précede. 
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Deux polynomes en x, réduits, ne peuvent prendre des valeurs 
égales, quelle que soit la valeur de x, sans étre composés exacte- 
ment des mémes termes. 


En effet, la différence des valeurs de ces deux polynomes est la 
valeur d’un polynome dont les coefficients sont les différences des 
coefficients respectifs des polynomes proposés : ces différences doivent 
étre nulles d’aprés la proposition précédente (*). 

Ces propositions, qui sont capitales, s’étendent de suite aux poly- 
nomes a deux, trois, ... variables. 

Par exemple, un polynome réduit a deux variables 2, y ne peut 
étre nul pour tous les systémes de valeurs attribuées a la variable sans 
que tous ses coefficients soient nuls. 

Un polynome en x, v, en effet, peut étre ordonné suivant les puis- 
sances d’une des variables, de y par exemple ; en réunissant ensemble 
tous les termes qui contiennent y au méme degré et en mettant en 
facteur la puissance de y qui figure dans tous ces termes, on par- 
viendra a une expression de la forme 


Po + Pry + Poy? +...-+ Pe A 


(1) Les propositions et leurs démonstrations subsistent pour ces sortes de poly- 
nomes que l’on a considérés dans le numéro précédent : Une expression de la forme 


Aj +A, o+A,v?+..-+A 


Galiteae 


I 
ea IN Ge 


ou Ay, Ay, --., A,_,; sont des constantes et ot l’on sait que A,, qui peut d’ailleurs 
dépendre de x, reste compris entre deux nombres fixes, quand & reste compris cntre 
—aet +a, ne peut étre nulle pour toutes les valeurs de 2 comprises entre — a 
et +a que si les coefficients constants Ay, A,, ..., A,_, sont nuls et si A, est nul 
pour toutes ces valeurs de x. 

Deux expressions de la forme 


A, +A, 2-+ Ajax’ +... A, 2 ?t+A a”, 


Boa Bra Boat De el aa, 
OuslesecoeiicrenttssAn way wee eb, nee Damen SOUt Constants mC tmOumlonEsalt 
que les quantités A,, B,, qui peuvent dépendre de zw, sont comprises entre des 
nombres fixes quand @ reste compris entre — « et + a, ne peuvent étre égales pour 
OWES OSS Velen ale we One Gi oli ey Bhs In Bes 1B wn ag Ae TB Gl Sp GH 
outre, A, et B, ont toujours des valeurs égales. I] convient toutefois d’observer que 
cette derniére proposition suppose que le nombre naturel nm est le méme dans les 
deux expressions. Il est aisé de s’arranger pour qu’i! en soit ainsi, en mettant dans 
les derniers termes de l’une des expressions une puissance convenable de x en 
facteur. ( 


Rt 
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ott Py, Py, Pz, ..-, Pp sont des polynomes en x,’dont les coefficients 
sont manifestement les coefficients du polynome proposé en x, ¥. 
Supposons que ce dermier polynome soit nul quelles que soient les 
valeurs attribuées aa, y. Silonattribue a a une valeur numérique 2’, 
les polynomes (en a) Po, Py, ..., Pn prendront des valeurs numé- 
PraMies hye Pisa L, 


ue 


et Pexpression précédente deviendra un poly- 
nome a une variable v 


PO+PLy + Phy?t... + Pry”. 


La valeur de ce polynome en y doit étre nulle pour une valeur 
quelconque 7 dey, puisqu’elle est évidemment la méme que celle du 
polynome proposé (en z, vy) pour r=2', y=y’; il faut done que 
Mona) =o, Po == 0, ..-, Pi, =0,'e’est-a-dire que chacun. des poly: 
nomes (en x) Po, Py, ..., Px doit s’annuler quand on remplace x 
par un nombre quelconque 2’, c’est-a-dire encore que chacun de ces 
polynomes est identiquement nul : tous les coefficients du polynome 
proposé (en x, y) sont nuls. 

Du cas de deux variables on passe au cas de trois variables, puis 
de quatre, etc.... Le théoreme est général. 

On en déduit que deux polynomes réduits, an variables, ne peuvent 
prendre la méme valeur pour tout systeme de valeurs de ces variables 
sans étre identuques terme a terme. 


34. La portée de cette proposition est considérable; elle éclaire 
tout d’un coup les opérations de Vaddition, de la soustraction, de 
la multiplication des polynomes, en montrant que ces opérations 
jouissent de propriétés que on a établies pour les nombres : 

En parlant du polynome qui est la somme, la différence, le produit 
de deux polynomes donnés, j’entendrai toujours parler du polynome 
réduit que l’on sait former par les éléments de l’Algébre et dont la 
valeur est égale, comme on sait, a la somme, a la différence, ou au 
produit des valeurs des polynomes proposés, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables; d’apres ce qu’on vient de dire, il n’y 
a qu’un seul polynome qui puisse avoir cette propriété; tous les 
autres lui sont identiques terme a terme. Je me borne a énoncer les 
propositions suivantes, en me contentant de donner quelques expli- 
cations sur la derniére, afin de bien fixer le sens qu'il faut leur attri- 
buer a toutes. 

We 
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Plusicurs polynomes étant donnés, on peut les ajouter dans ordre 
qu’on voudra, on retombera toujours sur le méme polynome (réduit). 

Dans une somme de plusieurs polynomes, on peut remplacer tels 
polynomes que l’on yeut par leur somme effectuée. 

On peut multiplier plusieurs polynomes dans Vordre que l’on veut; 
le polynome produit, apres qu’on l’a réduit, est toujours le méme. 

Dans un produit de polynomes, on peut remplacer tels facteurs 
(polynomes) que Von veut par leur produit effectué ; le produit final 
est toujours le méme polynome. 

Le produit de plusieurs polynomes ne peut étre idenuquement nul 
que si un des facteurs est identiquement nul ('). 

Pour multipler la somme de deux polynomes P, Q par un poly- 
nome RK, on peut multipher par R chacun des polynomes P, Q et 
ajouter les deux produits. 

Ce dernier théoréme s’exprime par lidentité 


(P+ O)R = PR OR: 


Dans le premier membre, P + Q représente le polynome obtenu 
en ajoutant, d’aprés la regle élémentaire, les polynomes P, Q; 
(P+ Q)R représente le polynome (réduit) obtenu en multiphant, 
daprés la regle élémentaire, le polynome P +- Q par le polynome R; 
dans le second membre PR, QR représentent de méme les polynomes 
obtenus en multiphiant le polynome P par le polynome R, le poly- 
nome Q par le polynome R; PR + QR représente le polynome (ré- 
duit) obtenu en ajoutant les deux polynomes PR, QR; en disant que 
Pégalité écrite est une tdentité, on entend que le polynome (réduit) 
(P + Q)Restle méme polynome que le polynome (réduit) PR + QR. 

Qu’il en soit ainsi, ¢’est ce qui résulte évidemment de la proposi- 
tion précédente ; en effet, si l'on attribue aux variables des valeurs 
numériques quelconques, les polynomes P, Q, R_ prennent des 
valeurs numériques P’, Q’, R’ et le nombre ( P’-+ Q’)R’ est certaine- 
nement égal au nombre P’R’+ Q’R’. Cela revient a dire que les deux 


(1) Je rappelle a ce propos que, lorsqu’on fait le produit de deux ou plusieurs 
polynomes en a, le terme du plus bas degré s’obtient en faisant le produit des 
termes du plus bas degré dans les différents facteurs; le terme du plus haut degré 
s’obtient de méme en faisant le produit des termes du plus haut degré dans les diffé- 
rents facteurs. 


mm 
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polynomes (P + Q)R et PR + QR prennent les mémes valeurs nu- 
mériques pour un systéme quelconque de valeurs numériques altri- 
buées aux variables ; les deux polynomes, lorsqu’ils sont réduits, sont 
donc idenuques terme a terme. 

Il est a pee utile d’appeler attention du lecteur sur les consé- 
quences de ce dernier théoréme : si dans une somme de produits de 
polynomes figure, dans chaque terme de la somme, un méme poly- 
nome, on peut le mettre en facteur; pour multiplier une somme de 
polynomes par une somme de polynomes, on peut multiplier chaque 
terme de la premiére somme par chaque terme de la seconde et 
ajouter les produits partiels; le polynome ainsi obtenu est le méme 
que celui qu’on aurait obtenu en effectuant la premiére somme, puis 
la seconde et en multipliant les résultats. 

Si, en multipliant les deux polynomes A, B par le polynome C, non 
identiquement nul, on trouve le méme produit, c’est que les deux 
polynomes A, B étaient identiques ; en effet, le polynome AC — BC 
étant, par hypothése, identiquement nul, il en est de méme du pro- 
duit (A — B)C, qui lui est identique; si donc le polynome C nest 
pas idenuiquement nul, c’est que la différence A —B est identique- 
ment nulle, ou que le polynome A est identique au polynome B, 


§ 4. — ETUDE D’'UN POLYNOME POUR LES VALEURS DE x 
VOISINES DE a. 


35. Aprés cette digression, arrivons a létude des valeurs d’un 
polynome en z, pour les valeurs de # voisines d’un nombre donné a. 
Soit 
J(@) = Aot Ara + Ap v?+...+ Ana” 


le polynome proposé, ordonné suivant les puissances croissantes de x ; 


je suppose quw’il soit de degré n, c’est-a-dire que le dernier coeffi- 


cient A, ne soit pas nul. Quelques-uns des autres coefficients A,, 
A,, ---, An_, peuvent d’ailleurs étre nuls. 

Pour ramener l’étude qu’on yeut faire au cas, déja traité, ot la va- 
riable reste voisine de o, il suffit de poser c = a+ h, en regardant h 
comme une variable qui restera voisine de 0; la valeur de a+ h, ou 
de «, restera voisine de a. Le polynome proposé deviendra alors 


fliath)=Apt+ Ai(ath)+ As(a+h)t+...t+An(ath)”. 
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On sait, par de simples additions et multiplications de polynomes, 
développer le second membre et Vordonner suivant les puissances 
ascendantes de h, de maniére a le mettre sous la forme 


Bot Bh + Byh?-+.... 


Relauvement a ce développement, je ferai d’abord quelques 
remarques, qui concernent surtout les deux premiers coefficients et 
le dernier. 

Lorsque, en désignant par 7 un nombre naturel quelconque, on 
développe (a+ h)” et qu’on lordonne suivant les puissances ascen- 
dantes de h, c’est-a-dire lorsqu’on effectue le produit de 7 polynomes 
égaux a a-—-h, le premier terme (le terme de moindre degré) est égal 
a a”, le terme du plus haut degré est h”, puisque ces termes s’ob- 
liennent respectivement en multipliant les termes du plus bas degré, 
ou du plus haut degré dans les 7 facteurs; il est aisé d’avoir aussi le 
terme du premier degré en A: il est 2ah, 3a2h, Gath, ... dans les 
développements de (a+h)?, (a+h)*, (a+h)', ...;ilest rath 
dans le développement de (a +h)"; si lon admet, en effet, que la 
proposition soit vraie pour le nombre 7, on aura 


(ath)j=ar+ra’th+..., 


les termes non écrits au second membre contenant h?, h?, ...; sil’on 
multiplie les deux membres par a +h, les termes non écrits dans le 
second membre ne fourniront pas de termes du premier degré en h. 
Le terme du premier degré en h, dans le développement de (a+ h)’*t 
proviendra exclusivement du produit de a”+ ra™'h par a+h ('); 
il est (7 +1)a7h; la loi se continue donc. 

ll résulte des remarques précédentes que, si on ordonne le poly- 


(1) Il y ala une remarque générale qu’il est bon de faire: Lorsqu’on a a effectuer 
le produit de deux polynomes ordonnés par rapport aux puissances ascendantes de z,. 


A+ a,L2+a,x°+..., 


6+ 6,2 + 6,27? +..., 


et qu’on ne yeut conseryer au produit que les termes de degré m ou de degré infé- 
rieur, on pourra, dans les deux facteurs, effacer les termes de degré supérieur a m, 
faire ensuite le produit, en supprimant, dans ce produit, les termes qui sont de degré 


supérieur a 7. 
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nome 
S(a@+h)=Ao+ Ay(at+h)+ Ay(ath)+...4+An(at+h)nr 


suivant les puissances ascendantes de /, on tombera sur un polynome 
de la forme 


() S(@+h)=Bo+ Bh + Byh?+...+B,h*, 


ott B, est égal a A,, puisque A,(a +h)” est le seul terme qui four- 
nisse un terme en h”, et ot. l’on a 


Qs Ag+ Aya+ A,a?+...—+ Ana”, 
B= Ay+ 2A,a + 3A3a2+. oot nA,ar-t; 


quant aux autres coefficients, on donnera, un peu plus tard, une régle 
simple pour les calculer. 

Dans le développement de f(a-—+h), ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de h, le terme constant By est f(@); il s;obtient en 
remplacant x par a dans le polynome proposé f(z): ce résultat est 
ailleurs évident sur Pidentité (1) elle-méme ; il suffit, pour Pobtenir, 
de faire h = o dans cette identité. 

Le coefficient B, de h, dont on verra bient6t toute importance, 
s obtient en remplacant x par a dans le polynome 


J (@) = Ay + 2Agv + 3A30?+...+nAn xl, 


qu'on appelle la dérivée (') du polynome f(x), ou le polynome dé- 
rivé de f(x), et qui se déduit de ce dernier polynome par la régle 
suivante : 

On supprime le terme constant dans le polynome proposé; on 
multiplie chaque coefficient par l’exposant de 2 dans le terme corres- 
pondant (2). On diminue enfin cet exposant d’une unite. 

Au lieu de dire que f(a + 1) se met sous la forme (1), il revient 
au méme, en remettant z —a a la place de h, de dire que le poly- 


(1) La notion de dérivée a été déja introduite dans les éléments, a un autre point 
de vue auquel je reviendrai plus tard. On verra, lorsqu’il sera question de polynomes 
a variables imaginaires, l’intérét de la définition actuelle. 

(7) Cette derniére régle, appliquée au terme A, ou A,x*, conduirait a supprimer 
ce terme, comme ou doit le faire effectivement. 


86 CUAPITRE IT. 


nome f(x) peut se mettre sous la forme 


(2) f(2) =Bo4+ By (x#— a) + Ba(a@— a)?+...+ Brl(x—a). 


Crest ce qu’on appelle ordonner le polynome f(x) suivant les 
puissances de 7 — a. 

Les coefficients By, By, .... Br, peuvent étre nuls, mais non le 
dernier coefficient B,, qui est égal a Ay. 

Quand / est voisin de o, la valeur du polynome (en h), f(a +h), 
est voisine de la valeur By que prend ce polynome pour h = 0; le 
polynome f(z) est voisin de la valeur By=/f(a) quil prend 
pour za; la valeur du polynome reste aussi voisine qu’on veut 
de By pourvu que & reste suffisamment voisin de a; c’est ce qu’on 
exprime en disant que le polynome f(z) est une fonction continue (') 
Cer pola ==. 

Pour les valeurs de h suffisamment voisines de o, le polynome 
f(a+h) est du signe du premier de ses termes Bo, By h, Byh?, ..., 
dont le coefficient n’est pas nul; pour les yaleurs de x suffisamment 
voisines de a, le polynome f(2) est du signe du premier des termes Bo, 
B, (2 — a), By(2—a)?,... dont le coefficient n’est pas nul. 

Laissons, pour le moment, By de cdté. Le premier des coefficients 
suivants B,, By, ..., B,, qui n’est pas nul, joue un réle important, 
e’est lui qui fixe en quelque sorte la facon dont le polynome se 
comporte, pour les valeurs de x voisines dea. Soit B, ce coefficient : 
sl 7 est impair, en sorte que le terme B,h’, ou B,(2 — a)" soit de 
degré impair, le polynome f(z), lorsque B, est positif, est plus grand 
pour 2 =a que pour les valeurs de x un peu plus petites que a, plus 
peut que pour les valeurs de x un peu plus grandes que a: le poly- 
nome f(2) est alors croissant pour 2 =a; quand, au contraire, B,. est 
négatif, le polynome f(z) est décroissant pour w= a. 

Si est pair, en sorte que B,h” ou B,(a— a)" soit de degré pair, 
le polynome f(x) est plus petit, ou plus grand, pour =a, que 
pour les valeurs yoisines, suivant que B, est positif ou négatif; suivant 


(') Pour peu qu’il veuille yréfléchir, le lecteur recennaitra que cette continuité est 
admise implicitement quand on admet que l’équation y = f(a) peut étre représentée 
par une courbe. Quand un point décrit une cowrbe, Vordonnée varie trés peu, lorsque 
Pabscisse varie trés peu. C’est donc prématurément que j’ai parlé de la courbe 
qui représente un polynome, 


\ 
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les cas, le polynome f(z) passe, pour z =a, par un minimum ou un 
maximum. 
Les expressions 


Bo, Bo+ Bi(x — a), Bot B,(w7—a)+ By(x@—a)?, 


fournissent des expressions approchées de la valeur du polynome f(z) 
pour les valeurs de x voisines de a; on sait calculer une limite de 
Perreur commise en substituant au polynome l’une de ces expressions : 
par exemple, si lon choisit la derniére, et si Pon suppose que la 
valeur absolue de 2 —a soit inférieure 4 1, erreur commise sera 
moindre en valeur absolue que S(z—a)*, en désignant par S la 
somme des valeurs absolues des coefficients Bs, B,, ..., Bn. 

Pour les valeurs de x voisines de a, la courbe dont |’équation 
est y = f(x) se rapproche de la droite dont ’équation est 


y =By+Bi(# —a); 


quand B, n’est pas nul, suivant que B, est positif ou négatif, la courbe 
est au-dessus ou au-dessous de cette droite, qu’elle affleure au point 


dont les coordonnées sont z =a, y= By= f(a); si By est nul sans 
que Bg le soit, la courbe traverse la droite au méme point, 

Dans tous les cas, la droite est tangente a la courbe : en effet, la 
pente de la droite qui joint les deux points dont les coordonnées sont 
respectivement @ Ct (a) = Be, a ah et f(at+h)=B,+Bihr+... 
est (n° 28) 

fla+h)—f(a) _ Bh +B,h?+B,h3+... 


h 


——s B,+ Bah + Bah? ote 


= I, te} 


et cette derniére quantité est aussi yoisine de B, qu’on le veut, pourvu 
que f/ soit suffisamment petit; en d’autres termes, B, est la limite de 
la pente d’une sécante joignant les deux points, quand le second se 
rapproche du premier. C’est la pente de la tangente (') au point dont les 
coordonnées sont a et f(a) = By; I’équation de cette tangente est 


(‘) Par définition, la pente d’une courbe en un point de cette courbe est la pente 
de la tangente en ce point : on peut donc dire que la pente de la courbe définie par 
Péquation y = f(a), au point de cette courbe dont les coordonnées sont a et f(a); 
est 


B= A,+2A,a+3A,0+...+nA,a" 1, 
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bien y — B, = B, (x — @) (n° 28). Ce résultat subsiste, ainsi que la dé- 
monstration, lors méme que l’un ou l'autre des coefficients By, By est 
nul. S’ils sont nuls tous deux, l’axe des x est la tangente a la courbe. 

Pour les valeurs de z voisines de a, la parabole dont l’équation est 


y = Bo+ Bi (@# —a) + B.(x— a)? 


est trés voisine de la courbe dont l’équation est vy = f(x), etc. 
Si, par exemple, le lecteur veut étudier le polynome 


fle) = 3-20 thar sats ot, 


pour les valeurs de z voisines de 1, il trouvera, en effectuant les 


calculs, 
fi h) = '— oh bh? hee hs, 


f(@) =1— 5(@ —1) — 5(a@ —1)?— (@ LC 


Pour 2 =1, le polynome prend la valeur 1; pour cette valeur il est 
décroissant; au point dont les coordonnées sont 2 =1, vy =1, la tan- 
gente a la courbe définie par l’équation 


ys3— 20+ 402?— 5a et =1— 5(@—1)—... 


a elle-méme pour équation y=I— 0(x—1). 


36. Il importe de se rappeler le role du coefficient B, dont la va- 
leur s’obuent en remplacant x par @ dans la dérivée /’(x) du poly- 
nome 7(z) : 


La pente de la tangente en un point de la courbe définie par 
Véquation y= f(x), dont lVabscisse est a, s’obtientenremplacant 
x para dans la dérivee f'(x) du polynome f(x). 

Lorsque le résultat f'(a) de cette substitution west pas nul, le 
polynome f(x) est croissant ou décrotssant pour x =a suivant 
que f'(a) est positif ou négatif. 


37. Le cas particulier ot le polynome /(z) s’annule pour =a 
mérite qu’on s’y arréte; on dit alors que @ est une racine du poly- 
nome f(x); By est alors nul, et il peut se faire que plusieurs des 
coefficients suivants B,, B., ..., By_; soient nuls; je suppose que B, 
soit différent de o. (On sait que tous les coefficients ne peuvent étre 
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nuls.) On a alors 


J(a+h) = Bah*+ Barr ht +...4 Brh® = h*(By+ Beaph+...+ Brh-*), 
J (@) = (#— a)*[Ba+ Bari(v — a) +...+ Bn(x@ — a)"-*] =(a2 — a)* g(a), 


en posant 
§( 2) = Bet Bari (@—a)+...+Br(e%—a)r-4; 
le polynome (en h) 
g(ath)=Bat Baik +...+ B,hr-% 


ne s’annule ni pour h = 0, ni pour les valeurs de h voisines de 0; le 
polynome g(x) ne s’annule ni pour z =a, ni pour les valeurs de x 
voisines de a. 

Dans ces conditions, on dit que @ est une racine d’ordre de multi- 
plicité « du polynome f(x). Si « est égal a 1, la racine @ est dite 
simple. Si « est plus grand que 1, la racine a est dite mu/tiple : elle 
est double, triple, quadruple, ..., si a est égal a 2, 3, 4, ...; c'est 
par un abus de langage, quand la racine est simple, que l’on dit que 
son ordre de multiplicité est 1. 


Un polynome en x étant donné, on appelle racine de ce polynome 
toute valeur de x pour laquelle il sannule; sta est une racine, 
en remplacant x par a+h dans le polynome, en ordonnant 
ensuite suivant les putssances croissantes de h, on obtient un 
polynome enh, sans terme constant : le degré du premier terme 
de ce polynome est, par définition, Vordre de multiplicité de la 
racine a. 


Le polynome 2z7*+-522— 4% —1, par exemple, s’annule pour 
“£1. I est une racine; en remplacant “ par i+ h, le polynome 
devient h?-+ 2h*. 1 est une racine d’ordre de multiplicité 2, ou, si 
Von veut, une racine double. 

Lorsqu’un polynome, ordonné par rapport aux puissances crois- 
santes de z, ne contient pas de terme constant, o est une racine de ce 
polynome. L’ordre de multiplicité de cette racine est le degré du pre- 
mier terme. 

On a yu plus haut que, si @ était une racine du polynome f(2), 
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dordre de multiplicité «, on pouyait mettre f(z) sous la forme (') 
J (2) = (#—a)* g(a) 


g(x) étant un polynome qui ne s’annule pas pour 2 =a, et que l’on 
a d’ailleurs appris a former. 

Inversement cette forme méme caractérise une racine d’ordre « de 
multiplicité : en d'autres termes, si ’on a réussi, n’importe comment, 
a mettre le polynome f(z) sous la forme (7 — a)* 9(x), g(x) étant 
un polynome en # qui ne s’annule pas pour 2 =a, on peut affirmer 
que @ est une racine de f(x), d’ordre x de multplicité. 

En effet, si, dans Videntité /(x2) = (2 — a)* g(x), on remplace x 
par a+ h, elle devient 


J(a+hjy=h*g(a+h); 


si l'on développe le polynome g(a-+h) et qu’on Vordonne suivant 
les puissances croissantes de h, le développement commence par un 
terme constant, g(a@), qui, par hypothése, n’est pas nul. Le dévelop- 
pement de f(a + h) commencera done par le terme h* g(a), qui est 
de degré a enh. 

On peut tirer d’autres conséquences de ce dernier résultat : c'est 
précisément ce premier terme du développement de f(a+h) qui, 
@aprés le numéro précédent, détermine la facon dont varie f(z) 
pour z= a, et la forme de lacourbe dontl’équation est y = /(@) aux 
environs du point A, d’abscisse a, ott cette courbe rencontre laxe 
des x. Si & est impair, en particulier si @ est racine simple, elle tra- 
verse cet axe en montant (lorsque z croit), ou en descendant, suivant 
que g(a) est positf ou négatif. Si a est pair, la courbe, aux environs 
du poimt A, reste au-dessus ou au-dessous de l’axe des x, suivant 
que g(a) est positif ou négatif. Si a est plus grand que 1, elle est 
tangente a laxe, au point A. Si a est égal a 1, si @ est racine simple, 
la pente de la tangente en A, ou de la courbe, est g(a). Tout ceci 
résulte de la régle générale pour la détermination de la tangente. 


38. Décomposition en facteurs d’un polynome dont on connait les 
racines. — Supposons toujours que @ soit une racine d’ordre de 


(') On entend par la que les deux polynomes f(x) et (2 —a)* g(a) sont iden- 
tiques. 
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multiplicité z du polynome 


+ flv) = Ap tA,o+ Agav?+...+ Apex, 


en sorte que l’on ait, avec les mémes notations que précédemment, 
J (2) = (#@— a) g(x), 


le polynome g(2) ne s’annulant pas pour # =a; puisque le produit 
des termes du plus haut degré dans (a — a)* et dans g(z) doit repro- 
we Oo 
duire A,z”", on voit que le terme du plus haut degré dans g(x) 
est A,x”~% et que g(x) est de degré n — «. 

Supposons maintenant que f(z) s’annule pour un nombre J, autre 
que a; il faudra que (6 — a)* g(6) soit nul et, comme le premier 
facteur n’est pas nul, que le second g(b) le soit; 6 est donc racine 
de g(x); je dis que 6 est une racine du méme ordre de multiplicité 
pour g(x) que pour f(z). 

Si, en effet, d est d’ordre de multiplicité 8 pour g(x), cest que l'on 


peut poser 
g(x) =(x— b)B h(x), 


h(a) étant un polynome qui ne s’annule pas pour v= 0; le poly- 
nome f(z) pourra donc se mettre sous la forme 


f(z) = (a2 — b)B[(a — a)* h(x), 


et comme le polynome entre crochets ne s’annule pas pour v= b, 
b est bien une racine d’ordre de multiplicité % pour f(z). Le poly- 
nome f(z) ne sannule pas non plus pour «=a, sans quoi a 
serait une racine de g(a); s'il y aun nombre c, différent de a et de 
b, quiannule f(z), ce nombre est aussi une racine de h(x), du méme 
ordre de multiplicité y pour f(@) que pour h(x), et lon peut poser 


Sf (2) =(2@—a)*(x— b)B (xa — ee) k(x), 


k(x) étant un polynome qui ne s’annule pour aucune des trois va- 
leurs a, 6, cde x. 

g(x) étant de degré n — a, h(x) est de degré n — a — B, k(x) de 
2—vy; dans chacun de ces polynomes, le terme du 


degré nn. — « 
plus haut degré en va toujours pour coefficient Ap. 
Il est clair que le raisonnement peut se continuer, et que, si le 
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polynome f(x) admet les racines distinctes a, b, ..., Lavec les ordres 
de multiplicité respectifs «, 
aura 


8, ....4 et n’en admet pas d’autres, on 


f(x) =(x—a)*(x— b)B...(@ — Ll) (x), 


o(x) étant un polynome de degré n —2—% —...— 4 qui ne s’annule 
cy < 

plus pour aucune valeur de x, et dans lequel le coefficient de la plus 

haute puissance de x est A,; si l’on avait 


Qa 6 a wae Nar, 
on aurait idenuquement 
Sf (a2) = An(a — a)*(a@ — b)B.. (ea — Ll). 


Il est bien clair que z+ 8+...+ ne peut dépasser n et que, 
en particulier, le nombre des racines distinctes d’un polynome de 
degré n ne peut dépasser n. 

Ceci compléte une proposition établie au n° 33; non seulement un 
polynome en x, qui n’est pas identiquement nul, ne peut étre nul 
pour toutes les valeurs de 2, mais il ne peut pas avoir plus de racines 
différentes quwil y a @unités dans son degré. Il en résulte que deux 
polynomes dont le degré est inférieur ou égal a n ne peuvent pas, 
sans étre identiques, étre égaux pour plus de nz valeurs distinctes de x, 
puisque leur différence s’annulerait pour ces valeurs de x. 


39. Grandes valeurs de la variable. — I] me reste a dire quelques 
mots de Pétude des valeurs d’un polynome pour de trés grandes 
valeurs absolues de la variable. 

Pour cette étude, il convient d’ordonner le polynome par rapport 
aux puissances descendantes de la variable et de porter son attention 
sur les premiers termes, qui importent le plus; si la valeur absolue de 
la variable est assez grande, chaque terme est plus grand que ceux qui 
le suivent, et erreur relative que on commet en ne conservant que 
les premiers termes est faible. 


Si Von veut avoir par exemple la valeur pour 2 = 10000 du poly- 


nome 3x3?— 2x7-+ 4 —1, les erreurs relatives que l’on commettra 
en calculant, au lieu de la valeur du polynome proposé, celle des po- 


lynomes 3.*, 3.x? — 2 x? seront respectivement plus petites que , 


4 


2.10 


Saat Ceci va d’ailleurs étre précisé. 
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Considérons en général le polynome, ordonné suivant les puis- 
sances décroissantes de x, 


FE) = Gy B+ ay BPI. aga F + ay; 


Qo, G1, +++, A sont les coefficients : je suppose que le premier ay ne 
soit pas nul. 

La valeur de ce polynome, pour une valeur quelconque de x, autre 
que o, estégale au produit de la valeur de x” par celle de Pexpression 


I J [ 
a Qa,—-+a,—-+... Ss : iF 
ot Q m = los Pe i + anit pre + On Tn? 


qui peut étre regardée comme un polynome, dont la variable s’appel- 


Reet E F j ; ; 
lerait = ordonné suivant les puissances croissantes de cette variable; 
5 I = . 
quand x est trés grand en valeur absolue, > est trés petit en valeur 


absolue, le lecteur prévoit bien qu/il va étre ramené a un cas quil 
connait déja. 
Posons 


Fo 


I 
5 : O( 2) = 15 + Gp 57 --...+ ane"; 


on aura, pour toutes les valeurs de x autres que 9, 
J (@) = a2"| a+ 9(4)]; 


le polynome ¢(z) s’annule pour s = 0; sa valeur absolue reste aussi 
peute qu’on veut pourvu que la valeur absolue de = soit assez petite, 
que celle de x soit assez grande. 

Désignons par x’, 2’, a) les valeurs absolues de 2, 3, a. Donnons- 
nous un nombre positif ¢ aussi petit qu’on voudra, moindre en par- 
ticulier que @,. Supposons qu’on ne considere que des valeurs de x 
assez grandes absolument pour que la valeur absolue de o(s) soit 
moindre que ¢. Il suffit pour cela que s/ soit inférieur a un nombre 
positif que lon sait calculer, que a! soit supérieur a Vinverse de ce 
dernier nombre. Dans ces conditions, la valeur absolue de a) + 9(z) 
sera évidemment supérieure au nombre positif a@—¢; a+ (5) 
ne s’annulera pas et sera toujours du signe de ao; le produit 
a" [aot o(2)| ne s’annulera pas non plus et sera du signe de a) 2",. 
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la valeur absolue de ce produit est supérieure a (a,—¢)z'” el ce 
dernier nombre peut éyidemment étre supposé aussi grand qu'on 
veut pourvu que 2’ soit suffisamment grand. 

Pourvu que la valeur absolue de x soit plus grande qu'un 
nombre positif P quon satt calculer, le polynome f(x) ne s'an- 
nule pas, tl est du méme signe que son premier terme ay x"; sa. 
valeur absolue est aussi grande qwon veut, pourvu que la valeur 
absolue de x soit suffisamment grande. 


Si Pon considére par exemple le polynome 
J (@) = 2275— {a4 5x2?— 82 + 2, 
le polynome 9(4) sera ici 
— 4224-5334 8s'4+ 959 = 52(—4 + 55— 8324 233); 
pourvu que z’ soit plus petit que 1, il est plus petit en valeur absolue que 
19 z'2, que 2 par conséquent, si l’on suppose 2’ < a a'> 4. Sila valeur absolue 


de x est plus grande que 4, le polynome f(z) ne sera jamais nul, il sera du 
signe de son premier terme »7%, positif si v est positif, négatif dans le cas 
contraire, plus grand en valeur absolue que 


: 19 eS 
CF OM IO st | tit? Sad ae 
( =) 167 
si Yon voulait déterminer un nombre positif B tel que la condition a’ > B 


entrainat | f(z) | > 1000, il suffirait de prendre B > y/o 


Baa. 
En supposant 2’ > 4,2 le polynome sera plus grand que rooo si & est positif, 


» par exemple 


plus petit que —1000 si & est négatif. 
Lerreur commise en remplagant /() par son premier terme 225 est 50(3); 
Verreur relative 
BOC) es o(3) 
alo o(z)| * 245 9(4) 


est moindre en valeur absolue que 


1932 
age ay 
2—19372 


pourvu que 1937 soit plus petit que 2, ce qui arrivera sirement si 2’ est plus 


petit que —- Si l’on voulait que cette erreur fit moindre que le nombre posi- 
oO 
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: . : 5 I 
uf 4, il suffirait de supposer 3’ plus petit que — et que 
4 


Yaa 
V i904)? 


elle serait, par exemple, moindre que 0,001 si l’on supposait x’ > 100. 
Pour en revenir au cas général ot Pona 
F(@) = av" + aya"... ap, 


on voit qu’on aura, comme au n’ 31, a distinguer quatre cas suivant 
que 7 est impair ou pair et que dp est positif ou négatif. 

Lorsque mr est impair le polynome est de signes contraires pour les 
valeurs positives ou négatives de x assez grandes en valeur absolue. 
Je me permettrai d’employer les expressions suivantes, suffisamment 
éclaircies par ce que je viens de dire : 


Si lon a ay > 0, le polynome est égal 4 + 0 si x est égal a + @, 


a—o six est égal a —oo. Si Pon ay < 0, ilestégala —o oua+o, 
suivant que z est égal a + «© ou a — o. 

Au contraire, lorsque n est pair, le polynome est du signe de dy, 
pour les grandes valeurs absolues de x; il est égal a +0 ou aA — aw, 
pour z =+ o, suivant que l’on a ay > 0 ou an< 0. 

Il est évident que ces derniéres conclusions subsisteraient si le 
dernier terme a, de l’expression @y x2” + a) @"—! +...4- Anh + An, 
au lieu d’étre une constante, dépendait de x et si lon savait que 
pour les grandes valeurs de x, ce dernier terme reste, en valeur 
absolue, inférieur 4 un nombre fixe. L’analogie avec ce que l’on a dit 
au n° 32 pour les petites valeurs dex est évidente. 

Si l'on veut reconnaitre le sens de la variation du polynome f(x) 
pour de grandes valeurs (absolues) de x, il n’y a qu’a appliquer la 
regle du n” 35. La dérivée du polynome f(x) est 


J (@) = nag x? + (n 1) aj r—-27 +... + An-13 


suivant que pour une valeur x» de x ce dernier polynome est positif 
ou négatif, le polynome proposé est croissant, ou décroissant, pour 
=x. Or, si x est suffisamment grand en valeur absolue, le poly- 
nome dérivé f’(z) est du signe de son premier terme nayz”', qui 
n’est autre chose que la dérivée du premier terme ax" du poly- 
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nome proposé. Par conséquent, pour v suffisamment grand en valeur 
absolue, le polynome f(z) est croissant ou décroissant suivant que 
son premier terme est croissant ou décroissant; on voit importance 
de ce premier terme qui fournit une valeur grossicrement approchée 
du polynome, le signe et le sens de Ja variation du polynome. 

Remarquons enfin, en supposant le degré du polynome f(z) supé- 
sieur a1, que, si est grand en valeur absolue, il en est de méme de 
la valeur absolue de la dérivée; or la valeur de cette dérivée est la 
pente de la tangente, au point de la courbe, définie par léquation 
y=f(x), dont labscisse est x; cette tangente est done presque 
paralléle a axe des y, et cela est d’autant plus vrai que la valeur 
absolue de x est plus grande. 

Le lecteur a tout ce qu'il faut pour comprendre les schémas sui- 
vants qui donnent quelque idée de la partie de la courbe qui corres- 


Lie Toy, Fig. 16. 
v4 
(0) x 
Fig. 17. Fig. 18. 
Y Y¢ 
(0) xX 


(@) x 


pond a de grandes valeurs de l’abscisse suivant les quatre cas consi- 
dérés : n impair, dy) > 0 et Gy 0; 2 pair, ay > 0 Ct Ay <0. 
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Il convient de signaler ce qui manque a l'étude précédente : on a 
appris a reconnaitre comment se comportait un polynome pour les 
valeurs de x voisines d’une valeur donnée, en particulier pour les 
valeurs de x voisines de 0, comment aussi il se comportait pour les 
grandes valeurs absolues de 2; on n’a pas appris a suivre ses varia- 
tions comme on l’apprend dans les éléments pour les polynomes 
ax+b, ax?+ bx-+c, ax”; sans traiter ce probléme, sur lequel 
jaurai a revenir, je crois pouvoir dire de suite que la question de 
savoir comment varie un polynome f(x) quand « croit depuis A 
jusqu’a B revient a reconnaitre quel est, dans ces conditions, le signe 
du polynome /’(2). Si, par exemple, ce polynome f/(x) est toujours 
positif dans ces conditions, c’est que pour chaque valeur de x appar- 
tenant a lintervalle (A, B) le polynome est croissant pour chacune 
de ces valeurs. 

Est-il permis d’en conclure que le polynome est croissant dans cet 
intervalle, c’est-a-dire que la plus grande valeur du polynome corres- 
pond toujours a la plus grande valeur de la variable, ou encore que 
le rapport 


f(a) = f(r) 


W 7 
OG SH br 


‘est toujours positif pourvu que les nombres 2’, x” appartiennent a 
Vintervalle (A, B)? Le lecteur, s’il veut bien y réfléchir, reconnaitra 
que ce point n’a pas été démontré, mais il sera certainement tres 
disposé a l’admettre. Dés lors, il voit qu’il sera en mesure de suivre 
complétement la variation d’un polynome dans tous les cas ot il saura 
reconnaitre quelles sont les valeurs de la variable pour lesquelles la 
dérivée est positive, celles pour lesquelles elle est négative; dans le 
cas, par exemple, ot la dérivée est un trinome du second degré, 
ou un trinome bicarré; dans le cas ot cette dérivée peut se mettre 
sous la forme 


A(x—a)%(a@ —b)B(x—c)r...(@ — 1), 


ot A, a, b,c, ..., sont des nombres quelconques et a, 6, y, ..., A 
des nombres naturels. 
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§ 5. — DERIVEES D'UN POLYNOME. PUISSANCES D'UN BINOME. 


40. Ona défini au n° 35 la dérivée dun polynome en x 
S(@) = Apt Ariat Agv?+...+ Anz": 


Lorsque, dans ce polynome, on remplace x par « +h, que lon 
developpe et que l’on ordonne suivant les puissances de h, de ma- 
ni¢re a mettre f(z +h) sous la forme 


(1) f(@ +h) = Po(w) + APi (x) + Poe) +...+ AXP, 


Po(z), Pi (@), ..=, Pasont des polynomes en & dont le premier est 
identique a f(z), dont le dernier se réduit a la constante A,, dont 
le second P,(z#) est, par définition, la dérivée du polynome f(z), et 
se représente habituellement par //(.c); son expression, comme on 
Va vu au n° 38, est 


Pi(v) = f'(v@) = Ay+ 2Ag7 + 3A,z2+...+nAnwr, 


On dit aussi que f(z) est la dérivée du polynome f(x) par rapport’ 
ad x, pour rappeler simplement que x est le nom de la variable qui 
figure dans le polynome f(z). On verra plus tard Putilité de cette 
facon de parler. 

Si Pon veut regarder une constante numérique comme un poly- 
nome en 2, de degré o, il faut regarder la dérivée d’un tel polynome 
comme identiquement nulle, puisqu’il ne change pas quand on y 
remplace z par x +h et qu’ainsi le terme en h fait alors défaut dans 
le second membre de Videntité (1). 

La définition de la dérivée d’un polynome permet de justifier 
immédiatement certaines régles de calcul, sur lesquelles j’insiste 
d’autant moins que j’aurai a y revenir en considérant les dérivées a 
un aulre point de vue; je me contente de signaler celles qui suiyent, 
ou f(z), o(x) désignent des polynomes en x dont les dérivées sont 
J' (x), o'(@) et ou A, B désignent des constantes. 

La dérivée du polynome A f(x) + Bo(x) est A f’(x) + Bo'(z); 

La dérivée du produit f(z) o(x) est f'(x%) o(x) + f(x) o (2). 


On a, en effet, en remplacgant z par «+h, et en ordonnant sui- 
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vant les puissances croissantes de la variable h, 


f(@+hy=f(e)+hf'(@)+..., 

o(e +h)=o(r7)+ho'(x)4+...; 
les poimts suspensifs sont mis a la place des termes en h?, h®, ...; 
onen conclut que, dans le développement de A f(z-+ h) + Bo(x-+h), 
ordonné suivant les puissances croissantes de h, Je coefficient de h 
est A f'(a)+Bo'(xz); que, dans le développement du produit 
J(@+h)eo(2+h) ordonné de méme suivant les puissances crois- 
santes de h, le coefficient de h est f(x) 9'(a) + 9(x) f(x) : ces 
remarques, si l’on se reporte a la définition de la dérivée, justifient 
les propositions énoncées. 

La premiére proposition contient comme cas particuliers les sui- 
vantes : la dérivée de A f(x) est Af’(x); la dérivée de la somme de 
deux polynomes est la somme des dérivées de ces polynomes. Cette 
proposition et sa démonstration s’étendent évidemment au cas ot la 
somme comporte trois, quatre, ..., un nombre quelconque de poly- 
nomes. La régle méme du n° 35 pour former la dérivée d’un polynome 
consiste 4 faire la somme des dérivées des termes de ces polynomes; 
il convient de remarquer qu’elle conduirait a un résultat exact lors 
méme que le polynome proposé ne serait pas réduit. 

De la régle relative a la dérivée d’un produit de deux polynomes 
on déduit sans peine une régle pour le calcul de la dérivée d’un pro- 
duit d’autant de polynomes que l’on veut, d’une puissance naturelle 
d’un polynome, etc. 

J’ai besoin, pour ce qui suit, de la proposition que voici : 

Soit a un nombre quelconque, je considére le polynome en x 


Jf (@ + @) = Ao+ Ai(a +a) + Ag(v@+a)?+...4+ An(e#+a)", 


obtenu en remplacant, dans le polynome f(a), x par «+a: la dé- 
rivée de ce polynome s’obtient en remplacant x par «+a dans la 
dérivée f/(x) du polynome f(x); en d’autres termes, cette dérivée 
est le polynome en x 


f'(@+a)=A,+ 2Ag(@ +a@)+3A3(o+a)?+,..4+-nAn(7+a)r. 


Si, en effet, dans lVidentité (1), qui doit avoir lieu pour toutes les 
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valeurs de x, onremplace x par x + a, elle devient 
S(t tath)=Py(a+a)+hPy(27+a)+h?Py(v7+a)t+...+h"Py; 


la forme méme du second membre montre que P, (a -+ @) est le coef- 
ficient de h dans le développement, ordonné suivant les puissances 
croissantes de h, du polynome qu’on obtient en remplagant 2 par 
z-+h dans le polynome f(x+ a); c’est la définition méme de la 
dérivée de ce dernier polynome. 

Par exemple, la dérivée du polynome 1 — 3H + x? est —3+ 2a; @aprés la 
régle précédente, la dérivée du polynome 

I— 3(@#— 2) +(x —2)?=10 —7x@ + x? 

doit étre 


—3+ 2(%@ —2)=—7+ 22. 


C’est, en effet, le résultat qu’on trouve en appliquant au polynome 10 —72 + x? 
la régle du n° 35 pour obtenir sa dérivée. 


41. Le polynome f'(z) ou P, (x), dérivée du polynome 
J (@) = Ao-+ Ay @ + Agav?+-...+- Anz”, 


a lui-méme une dérivée, qui se déduit de f’(a) par la méme régle 
qui permet de déduire f(x) de f(a); cette dérivée du polynome 
J'(a) s'appelle aussi la dérivée seconde de f(x) et se représente par 
i Cape llexest 


SJ" (@) =1.2Ag+2.3A30-+3,.4A, 0? +...4+(n—1)nAnxr-?; 


ce polynome f"(z), du degré n — 2, a lui-méme une dérivée, la dé- 
rivée deuxiéme de f’(z), la dérivée troisieme de f(x), a savoir : 


SF" (@) = 1.2.3A3+2.3.4A,2 + 3.4.5 Asz?-+.. 


+ (n—2)(n—1)nAnwr-3; 
ce polynome a une dérivée, la dérivée quatrieme de f(x), a savoir : 


SJ (@) =1.2.3.4A,+ 2.3.4.5As¢0+3.4.5.6A,u2+... 
+ (n—3)(n~-2)(n—1)nA,ar-*, 


La dérivée p*™ (p <n) du polynome f(2’), définie de la méme 
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facon, de proche en proche, serait 


FAP) Ge Tee 220 eave Avy 
£2.3.4..«.(p +I) Apna @ + 3.4.5..(p +2) Api, 02+... 
+(n-—p+1)(n—p+2)...(n—1)nAnvr-?P; 


c’est un polynome de degré n — p; ses termes proviennent des mo- 
nomes de f(x) dont le degré est au moins égal a p. 
La dérivée (nm —1)"™° est du premier degré; elle est 


APNE) S66 0 UE 10) Epes Se Da Solo coe ee 
La dérivée n*™ de f(x) est, toujours d’aprés la méme régle 
J I sie, 
VEO) = Dado. HOLS 


elle ne contient plus 2, sa dérivée, ainsi que les dérivées suivantes du 
polynome f(z), si l’on voulait les considérer, devraient étre regardées 
comme nulles; un polynome du n*™ degré n’a que n dérivées (non 
idenuquement nulles); par exemple si lon prend 


f(@)=4—$2--7272>— 2 825, 


les dérivées successives seront 


SJ (@y =—5 + 217? — ba 48o>, 
S'(@) = 422 — 202° -+ afoz', 

J" (x) = 42 — 602%? + 9602', 

J’ (v2) =— 120% + 288027, 

J‘ (@) =—120 + 57602, 


J (&) = 5760. 


Dans le polynome f(z), le premier coefficient est Ay, de méme 
dans les:polynomes f’(z), f"(a), ..., f'?)(@), ..., f(#) ordon- 
nés suivant les puissances ascendantes de «, les premiers coefficients, 
ou les valeurs de ces polynomes, pour 2 = 0, sont les coefficients Ay, 
Benen any au polymomey (2), respectivement multipliés 
par les facteurs numériques 1, 1.2, ..., 1-2.+-Py +++) 1-2++.5 en 
d’autres termes, on a 


) eee 


Ao=f(0), Ay=" 
f'?) (0) 


ns bein A, = 5 
‘pe ey a Fide sett 
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lors done que l’on connait les valeurs, pour 2 =o, d’un polynome 
et de ses dérivées, on connait, par cela méme, les coefficients de ce 
polynome. 


42. Cette remarque, et celle qu’on a faite plus haut, relativement 
ala dérivée du polynome f(a + x), dérivée qui s’obuent en rempla- 
cant 2 par a+ 2, dans la dérivée f’(x) du polynome f(z), va nous 
permettre de résoudre immédiatement la question posée au n° 3d: 


Etant donnés un polynome 
S(@%) =AotAra+...+ Apx”, 


et un nombre a, trouver les coefficients By, By, ..., B, du poly- 
nome 


J(a@+x)=By+ Bix + Byw?+...4+ Bra", 


obtenu en remplacant, dans le polynome f(x), x par a+ <x eten 
ordonnant par rapport aux putssances croissantes de x. 


Ces coefficients sont les valeurs pour z = 0 du polynome f(a+ 2) 
et de ses dérivées; on a vu au n° 40 que ladérivée f/(a + x) de ce po- 
lynome s’obtenait en remplacant z par a+ x dans Ja dérivée f(z) 
de f(x); la dérivée de f'(a + 2) s’obtiendra de méme en rempla- 
cant x para+ <x dans la dérivée f"(x) de f(x), .. 

Les dérivées successives du polynome f(a@+ x) sont f/(a+ 2), 
f"(a+czx),...,f(a+ x); leurs valeurs, pour = 0, sont les va- 
leurs f’(a), f’ (a), ..., f(a) que prennent les dérivées successives 
S'(@), Ff" (£), «++, f(x) du polynome f(x) quand on y remplace x 


par a, on a donc 


Bo=f(a), Bee = Byatt, tty 
(p) (72) 
De ee ee on a ee ee 
Lo ee Tdine 2 


et, par suite, 


Q) ~ flara)=flayt+ 2p (a) + pra)... 


aP an 


+ —— f')(a) +...4+ ——— f(a). 


Te 2ereray Dino i 
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Dans cette formule, les lettres a et x désignent des nombres quel- 
conques. Elle restera vraie si l'on remplace les lettres par d’autres; 
en particulier, si l'on remplace a par x et x par / elle s’écrit alors 


, é IO. h2 
(2) f(w@th)=f(x)+ —f'(@) += fe) +... 
AP Ar 
Bills Se HYD ey 7) 
a aoe op 


Si lon reprend les notations du n° 40, on voit que les polynomes 
BOGE (2 )t 5 Pp( to. -, Pate) deta formulea) de ce nu- 


méro ne sont autre chose que les polynomes 


? 
Io De o aff ToDo onl 


' \ (p)/ n) 
1 eg BERL AA oe Rae 


On voit apparaitre en dénominateur, dans ces expressions, les pro- 
duits tels que 1.2...p des p premiers nombres naturels : ces produits 
figurent dans beaucoup de formules, et il est commode d’avoir une 
maniére abrégée de les énoncer et de les écrire : une des habitudes 
les plus répandues consiste 4 appeler factorielle p le produit 1.2...p 
des p premiers nombres naturels et de le désigner par la notation p!. 
Par convention, le symbole 1! désigne la méme chose que 1; enfin, 
par une autre conyenuon, qui ne sera justifiée que plus loin, on pose 


aussi Oo —— 1. 


Voici, a titre d’exemple, une application de Ja formule précédente : 
On a donné plus haut les expressions des six dérivées du polynome 


Ui 2) = 6 DBE GP BPS Ba 


les valeurs, pour z=1, de ce polynome et de ses dérivées, respectivement 
divisees par &!,-2!, ...; 6!, sont 13, 59, 131, 135, 92)°8°s on a done 


4—5(1+7)4+7(1+7)}3—(1+7)§+ 811+ 2) 


= 13+ 59274-1312? +157 23+ 92x 47u>+ 8278; 


ainsi qu’on pourrait d’ailleurs le trouver par un calcul direct ne comportant 
que des additions ou des multiplications de polynomes: ce dernier mode de 
calcul permet de prévoir que les coefficients du résultat sont des nombres en- 


tiers. 


43. Formule du binome. — On peut appliquer la formule qui 
donne le développement de f(a + x) au développement de (a +x)”; 
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le polynome f(z) est alors le monome 2”, dont les dérivées successives 
sont 


nar nin —t)e"-, ..., n(t—t)...(v—p Dee, n(n—1).k 


et on a, par conséquent, en vertu de la formule (1) du numéro pré- 
cédent, 
n n(n—1) ees 
(1) (@+av)?= a+ — a a+ ——_a" 7°... 
i 1.2 
n(n—t1)...1 


oD. eo =o 
oi OS) Pee, .. + 2”, 
[.2..sp ee g oll 


Cette formule est connue sous l’appellation, un peu impropre, de 
formule du binome. Je vais m’y arréter un instant, en raison de son 
importance. 

Il me sera commode d’y regarder les lettres a et 2 comme y dési- 
gnant des variables; 4 ce point de vue, a+ 2, (a+ 2x)” sont des po- 
lynomes a deux variables; a+ est un polynome homogene du 
premier degré; le produit de deux ou plusieurs polynomes homogénes 
étant évidemment un polynome homogéne dont le degré est la somme 
des degrés des facteurs, on peut prévoir que le développement de 
(a+ x)” sera un polynome homogéne du degré n, quine pourra pas 
contenir d’autres monomes que les monomes du degré n 


OE Oa ee on GH De), a5 Gas 
multiphés par certains coefficients numériques; ces monomes, 
d’aprés la formule (1), figurent tous dans le développement; il y en 
an-+1; chacun d’eux contient autant de facteurs x qu'il y a de 
termes avant lui, autant de facteurs a quwil y a de termes aprés 
lui. 

Les coefficients numériques doivent étre évidemment entiers, 
puisque (@ + a)" est le produit de n facteurs égaux 4 a+ a. Dans 
fe second membre de la formule (1), le coefficient de a’-PxP, a 
savoir 

n(n—t)...(n—p-+t) 
1.2...p 


? 


est le quotient par le produit des p premiers nombres naturels du 
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produit de p nombres naturels consécutifs dont le plus grand est n et 
le plus petit rn —p +1, d’ot ce théoréme d’Arithméuque : 

Le produit de p nombres naturels consécutifs est divisible par le 
produit des p premiers nombres naturels. 

Les coefficients numériques des monomes qui figurent dans le 
second membre de l’égalité (1) sont respecuvement 


nr n(n —t) 
te op a nay sey 
I 1.2 
n(n—t)...(m—p+1) n(m—t)...1 
cs eee  ——— =]; 
en i ‘ Teas aie : 


ils se retrouvent dans un assez grand nombre de formules et on les 
désigne souvent par les symboles 


n n n n 
Cy, ile) Ce Bene) ce scelte.s Ci, 


Cr désignant ('), en général, le coefficient du monome a"? x?, ou 
le (p +1)" coefficient numérique, celui qui ena p avant lui. [lest 
a peine utile de dire que la lettre n qui figure en haut dans le sym- 
bole Ce n’est pas un exposant, mais un indice, destiné a rappeler la 

| 
puissance a laquelle on éléve le binome a+ az. On a C(=Ci= 
Avec cette notation Videntité (1) s’écrit 


(@4-@)? = CF ata Grate. Cha? Pep... GE Z"; 
en y échangeant les lettres a et x, elle devient 
(2+ a)? = CRar+ Chaer—la+...+ Cre -rap+...+ Char; 


les deux premiers membres sont identiques; il doit en étre de méme 
des seconds, qui doivent donc étre les mémes, terme par terme; on 
Pimconeniite, ==, = Ch Cre Goes, et, d- unedacon.géene— 


rale, C5 = or _p} cette oe égalité, en Penance a la définition 
des eibeles qui y figurent, s’écrit 


n(n—1)...(m—p+t) _n(n—t)...(p+1), 
fo Oe ik aon Os 


: /n 
(1) On emploie aussi, avec le méme sens, les notations (7, ), ("): 
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elle devient évidente, en réduisant les deux membres au méme déno- 


minateur; Cet C/ 


ip S& présentent alors sous la forme 


on al ee io! 
Tide p 1s. (a — py pin py 


(2) C= OL Gee 


Cette formule s’applique méme dans le cas ott p est égal a 0 ouan, 
si Pon conyient de poser o! =1. 
La forme primitive de C”, savoir 
if Pp? 


1 NV ast It AP ee TE TU Sh) cee Ite) ile Pate I 
momen vt 1.2...(p—1) Pp 


) 


w 


montre que l’on a 


F a + J 
(3) (Of nO ae ea mela 


lt 


d’ou un moyen simple pour le calcul des coefficients numériques 


le premier est 1, le deuxiéme est nv, le troisieme s’obtient en multi- 


lt 


= T ii 2 
plant n par 


y 
ro) 


» le suivant en multipliant le résultat par > le 


n— 


: Pe : 3 
suivant en multipliant le résultat par ———, ---; par exemple, si l’on 
4 


prend n = 10, les deux premiers coefficients sont 1, 10, les suivants 
1) 6. 8 apes ys ate. 
4? 596272 8? 9? 10? 
Usssont 40,1120, 210, 259..210, 120,49, 10, 1 Oma donc 


s’obtiennent en multipliant successivement par , 4, 


(a+v)= a+ jo@ae+ 45axr24+ L0a' x + 210a r+ 252a7 x 


+210a'x6§ +1200 a1+ 45a? x84-10axn94+ x10, 


On vérifie, sur cet exemple, ce fait que les coefficients 4 égale dis- 
tance des extrémes sont égaux, en sorte qu’il suffit pour les avoir tous 
d’en calculer la moitié. 

C? est plus grand que le coefficient précédent, égal a ce coefficient 


lus petit, suivant "—P*T ost plus grand Seal 3 
ou Pp us pe It, Ssulyvyan que ? es p us gran que I, ega a I, 


plus petit que 1, ou suivant que l’on a 


aa n-+I apn Toate 
> = > . 
ie 5 P ; Pia 


On doit distinguer deux cas, suivant que 7 est pair ou impair. 
Sin est pair, il y a un nombre impair de termes dans le déyelop- 
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pement : il y a donc un terme au milieu, qui ena 5 avant lui, 5 apres 


: res : 5 ; ; 
lui. Tant que p est inférieur ou égal a —, le coefficient du terme qui 


en ap avant lui est plus grand que le coefficient précédent; les coef- 
ficients vont en augmentant jusqu’au coefficient du terme du milieu, 
qui est le plus grand; ils diminuent ensuite, en reprenant les mémes 
valeurs, en ordre inverse; c’est ce qu’on observe dans les dévelop- 
pements 
(@+ey=a+2an + 2, 
(at+taejt=at+4@Brt+6ex24+ faxvs+ x, 


Si 2 est impair, il y a un nombre pair de termes dans le déye- 
n 


: i +4 
loppement, il y a deux termes au milieu dont lun a = termes 


. bam | 
avant lui, dont |’autre a 


termes aprés lui. Jusqu’au premier de 
ces termes, les coefficients vont en augmentant; le second est égal au 
. : 4 J Be ipsa 3 
premier, puisqu’il y a precisement —-— termes avant ce premier, 
2 
puis les coefficients suivants vont en diminuant, c’est ce qu’on observe 
sur les développements 


(a+ar73=@+3a°x + 3ax?+ x. 


l 


(@+2)'= a+ 5ata+ 10a%x?-+ 10a2a434+ 5ax*+ Z. 
Si l’on multiplie par a + x les deux membres de la formule 
(a+ x2)¥= Chars Clary 4.1.4 Ghat Pap... + Cha, 
on trouve 
(a+ayH4= Chat (Cl-+ Ch )atat...+ (C3 + Ch_, )at=prttap+...; 


comme on doit avoir d’ailleurs 


(a wr tte CB grt CEM aha te. tart OFT QP HGP ae... 5,5 


on voit qu’on a, en général, pour p=—1, 2, ..., 2, 
(4) Catt = C+ C84; 


formule qui donne une regle simple pour déduire le développement 
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de (a+ x)"*' du développement de (a+ 2)”, et pour obtenir les 
coefficients numériques dans les puissances successives du binome, 
lesquels figurent dans les lignes du triangle de Pascal : 


iy i 

ig OF fi 

iG 28} I 

iw WA 3 I 


A partir de la seconde ligne, chaque élément, autre que le premier et 
le dernier, toujours égaux 4.1, est la somme de deux éJéments con- 
sécutifs de la ligne supérieure, savoir l’élément qui est placé sur la 
méme yerticale, et celui qui précéde cet élément. 

Si, dans la formule (1), on fait successivement a=1, =), 
pulsd =1, 4 ==—1,, Ol trouye 


on = CR + CR+...+ CZ+...4-Ch, 
o = C?— Cr+ G3+...+(—1)POR+...+ (—1)? Ch, 


la somme des coefficients est égale 4 2”; la somme des coefficients de 
rang pair est égale a la somme des coefficients de rang impair; cha- 
cune de ces sommes est égale a la moitié de la somme totale, c’est- 
a-dire 4 2”~'. 


§ 6. — POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 


44. En ce qui concerne la continuité, la méthode suivie pour les 
polynomes a une variable s’étend sans peine aux polynomes 4a plu- 
sieurs variables; c’est ce que je vais expliquer sommairement dans le 
cas de deux variables. 

Supposons qu’un polynome a deux variables f(z, 7) soit ordonné 
de la fagon suivante : on écrit d’abord le terme constant, s’il y en a 
un, puis, s'il y en a, les termes du premier degré en x, y, puis les 
termes du second degré, puis les termes du troisiéme degré, etc. 
Quant aux termes d’un méme degré, qui forment un groupe homo- 
géne, on pourra, pour y mettre de l’ordre, les ordonner par rapport 
aux puissances ascendantes de lune des variables, aux puissances 
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descendantes de |’autre variable : J’écris ci-dessous un polynome du 
cinquiéme degré ordonné de cette maniére, 


OE cea De Yo Be eh yh — yh 


les groupes homogénes dont j’ai parlé plus haut, et qui sont respecti- 
vement des degrés'o, 1, 2, 3, 5, sont 


3, 27—y, w—y?, B+ey —z+ary'— yd: 


les termes du quatrieme degré font défaut. 

Si Pon ne considére que des nombres x, y dont les valeurs absolues 
soient, au plus, égales a1, la valeur absolue du polynome est, au plus, 
égale a la somme de ses coefficients, pris en valeur absolue. 

Un polynome homogéne en 2, y, de degré p, dans lequel x, v sont 
moindres en valeur absolue qu’un nombre positif «, est plus petit en 
valeur absolue que la somme de ses coefficients multipliée par «?. 

Par exemple, dans le polynome en x, vy précédemment écrit, si les 
variables x, y sont plus petites en valeur absolue que le nombre po- 
sitif 7, les groupes du premier, du second, du troisieme, du cinquiéme 
degré ont des valeurs qui restent respectivement moindres que 34, 
Pie euch pecs ae ae 

Le lecteur doit se rendre compte que, d’une facon générale, si les 
variables sont suffisamment petites en valeur absolue, le groupe des 
termes du premier degré est plus petit que le groupe des termes du 
second degré, celui-ci que le groupe du troisiéme degré, etc. Toute- 
fois, il n’en est pas toujours ainsi : si on suppose, dans exemple 
précédent, que x soit égal a y, l'ensemble des termes du second degré 
sera nul et aura ainsi une valeur absolue moindre que celle des termes 
du premier degré, si petits que soient 2 et y en valeur absolue. Il y 
a la une différence essentielle avec les polynomes a une variable. 

Un polynome en z, y est nul pour = 0, y= 0 lorsqwil ne con- 
tient pas de terme constant, il n’est nul que dans ce cas. 

Quand un polynome /(z, vy) ne contient pas de terme constant, sa 
yaleur reste aussi voisine de o que l’on veut, pourvu que 7, y restent 
suffisamment voisins de o. 

Par exemple, si 7, y sont assujettis a étre moindres en valeur 


absolue que 7, le polynome 


22 —yt+e—y+ w+ Py—xe+ avy'—y?® 
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est moindre en valeur absolue que 
3y + 292+ 243+ 37° 


et, par conséquent, si l’on suppose 47<1t, moindre que 107%; si l’on 
veut que le polynome reste plus petit que ¢, il suffira de prendre 4< —. 

Pour des valeurs de x, y voisines de 0, un polynome en 7, y reste 
voisin de la valeur qu’il prend pour =o, y =o, a savoir de la 
valeur (nulle ou non) de son terme constant. D’une facon précise, 
quelque petit que soit le nombre positif ¢, on peut assigner un nombre 
positif 7 tel que les conditions | #| <4, |yv| <7 entrainent linégalité 
| f(x, v7) —f(0, 0)| <<. Dans cette inégalité, f(0, 0) désigne la va- 
leur que prend le polynome pour «= 0, y =o. La proposition est 
évidente puisque le polynome f(z, v7) —f(0, 0) ne contient pas de 
terme constant. 

C’est ce que l’on exprime en disant qu’un polynome est une fonction 
continue. de 2, 47 pour a == 0, 7 == 0- 

Quand le terme constant n’est pas nul, on peut assigner un nombre 
posiuf a, tel que siz, y sont moindres en valeur absolue que a, le 
polynome ne soit pas nul et soit du signe de son terme constant. 

Si maintenant on veut étndier un polynome f(z, v) pour les valeurs 
de x, y respectivement voisines des nombres a, 6, on posera 


“w=a+h, y=b+k, 


et l’on transformera le polynome en un polynome a deux variables h, 
Ak, qui ne deyront prendre que des valeurs voisines de o. Le terme 
constant du nouveau polynome sera la valeur qu'il doit prendre 
pour h =o, k =o, c’est-a-dire f(a, 6). 

Un polynome f(z, vy) est une fonction continue de x, y pour 
L=a, y =b. Voici, au juste, ce qu’il faut entendre par la : quelque 
petit que soit le nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre un 
nombre positif 7 tel que les conditions 


|z—al<n, ly—d|<n 


entrainent linégalité 


I f(z, ¥) —f (a, b)| <e. 
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45. Un polynome a plusieurs variables, par exemple un polynome 
(2, 7,4) a trois variables x, y, 3, donne naissance a des dérivées 
partielles, prises par rapport a ces diverses variables. On peut, si 
Yon veut, Pordonner par rapport a x, le considérer comme un poly- 
nome en 2, et prendre sa dérivée, par rapport az, d’aprés larégle du 
n° 35. On pourra lPordonner par rapport a y, le regarder comme un 
polynome dont la variable s’appellerait y et appliquer la méme régle, 
pour obtenir la dérivée par rapport a y. De méme, pour la dérivée 
partielle par rapport as, .... Au reste, il n’est nullement nécessaire 
d’ordonner, comme je viens de le dire, le polynome successivement 
par rapport a chacune des variables, puisque, en vertu d’une remarque 
antérieure, on peut appliquer la régle relative a la formation de la 
dérivée d’un polynome a une variable sans avoir réduit ce polynome. 

Le polynome proposé, s’ila trois variables, sera formé d’une somme 
de monomes dont chacun sera de la forme Axv*ysY, a, 8, y étant des 
nombres entiers, positifs ou nuls : ce terme fournira dans les dérivées 
partielles, prises respecuvement par rapport a 2,7, 5, des termes qui 
seront respeclivement égaux a 


aAgt—tyBzy, BAatyB-1zy, yAxtyB s¥~; 


pour avoir Pune des dérivées partielles, la dérivée par rapport a 2, 
par exemple, on fera la somme de tous les termes analogues a 
aAxt'y8sY, déduits de chaque monome. 

ll est a peine utile d’observer que si « était nul, si la variable z ne 
figurait pas effectivement dans le monome considéré, celui-ci n’intro- 
duirait aucun terme dans la dérivée partielle prise par rapport a z. 

Les dérivées prises par rapport a z, vy, s du polynome f(z, y, =) 
dont on vient d’expliquer la formation se désignent respectivement 

spar fin fis Si 


Si on a, par exemple, 


i Gye) = a 2 Se, 
on aura 
Te 2-20) fel Oye, | fea 22-3 yy. 
Les dérivées du monome Azv%y8sr, qui est du degré «+ 8-+y, 


sont évidemment du degré « + + —1, si aucun des exposants a, 
8, y mest nul; si quelqu’un des exposants est nul, une des dérivées 


112 CHAPITRE II. 


partielles est identiquement nulle; on déduit de la facilement que, si 
un polynome est de degré n, ses dérivées partielles sont au plus de 
degré rn —1. 

La défininon des dérivées partielles d’un polynome a plusieurs 
variables peut étre rattachée a la définition de la dérivée d’un poly- 
nome a une seule variable. 

Je continue de raisonner sur un polynome f(z, y,2) a trois va- 
riables 2, y, s. Je suppose que, dans ce polynome, on remplace 2, 
a, Zz respectivement par «+h, y+hk, 2+17; on peut développer 
chaque terme, et réduire ensuite le polynome comme si x, vy, 3 étaient 
les constantes et h, ’, ¢ les variables; c’est-a-dire qu’on réunit en- 
semble les termes qui contiennent un méme monome en fh, 4, |: on 
parvient ainsi a une identté de la forme 


(1) Ji@+hy+h,s+l)=N+PA+QF+RI+..., 


ot N, P, Q, R, ... sont des polynomes en x, y, 3 qui ne contiennent 
pas h, k, ¢; les termes non écrits contiendraient des monomes en h, 
k, (qui seraient du deuxieme, du troisieme, ... degré. Cette identité, 
devant avoir lieu quels que soient h, 4, /, a lieu pour h=0, k=0, 
/=o, ce qui montre que N n’est autre chose que le polynome 
J (2, y,%) lui-méme; elle doit avoir leu, quel que soit h, quand on 
suppose A= 0, /=—o0; il en résulte que P est le coefficient de 7, 
dans le développement, ordonné suivant les puissances croissantes 
de h, du polynome f(#@ + h, y, =) obtenuenremplacant x par z +h, 
dans le polynome f(z, v,z): P est donc, par définition, la dérivée 
partielle dn polynome f(z, yv, 2) prise par rapport a 2; de méme Q 
et R sont les dérivées partielles du méme polynome prises par rapport 
De yeelrace. 

Ainsi les dérivées partielles d’un polynome /(x, v,2) sont les 
coefficients respectifs des termes du premier degré en h, k, ¢ dans le 
développement du polynome en h, k, ¢ obtenu en remplacant 
dans f(z, y,2)2,y,2parz2+h,y+tk, 2+. 

Si lon désigne par a, 6, ¢ des nombres quelconques, et si Pon 
remplace, dans l’identité (1), 2, v, s respectivement para+x, b+ y, 
¢ + 3, on voit apparaitre immédiatement la proposition suivante : 

Les dérivées partielles du polynome f(a+ 7, b+ y, e+ 4) par 
rapport a z, y, = s’obtiennent en remplacant dans les dévivées par- 
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uielles f,, f,,-fz du polynome /(x, y, z) 2, y, 3 para+2,b+y, 
c+ 4. 


46. Les dérivées partielles 7, f)., 7, du polynome f(z, v, 3) sont 
dites du premier ordre; f,, f,, f, sont des polynomes en a, y, 2, 
admettant eux-mémes des dérivées partielles par rapport az, y, 5 : 
ces dérivées partielles sont dites les dérivées partielles du second 
ordre de f(x, v, 2) : elles engendreront a leur tour des dérivées par- 
uelles du troisiéme ordre, etc. 

Si le polynome f(z, v, 5) est du degré n, ses dérivées partielles du 
premier ordre sont au plus de degré n—1, ses dérivées partielles du 
second ordre sont au plus du degré rn — 2, ...; ses dérivées partielles 
du (7m —1)'*"* ordre sont au plus du premier degré; quelques-unes de 
ces dériyées peuvent d’ailleurs étre des constantes ou étre identique- 
ment nulles; en tous cas les dérivées partielles du n‘*™® ordre sont 
certainement des constantes, dont quelques-unes peuvent étre nulles; 
les dérivées partielles d’ordre n-+-1 sont identiquement nulles ainsi 
que toutes celles d’ordre supérieur a 7. 

La dérivée partielle f,, du premier ordre, admet trois dérivées 
partielles prises respectivement par rapport az, y, 3; on les désigne 
respectivement par 


W uy 

xx ay) xz° 
Les dérivées partielles de f/., prises respectivement par rapport a 2, 
y, 4 se désigneront de méme par 


4" y " 


yr) yer Ys? 


PT. 


les dérivées partielles de f; par rapporta x, y, z se désigneront enfin 
par 


Ci fe We 
2x) Zy? wie 


Il semble done quw’un polynome 4a trois variables admette neuf 
dérivées paruelles du deuxiéme ordre, vingt-sept du troisiéme, etc. 
Toutefois, tous les polynomes que l’on obtient ainsi ne sont pas dis- 
? i . “)) “I ‘ O8 - 
tincts : par exemple, les deux polynomes /,, et f,., sont idenuques. 

En d’autres termes, on peut, dans une dérivyée seconde, intervertir 
Pordre dans lequel on prend les dérivées. 

Comme la dérivée d’un polynome s’obtient en faisant la somme des 

) 


ie 8 
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dérivées de ses termes, il suffit évidemment de constater la vérité de 
Ja proposition énoncée sur un terme Az*%ysv¥ du polynome ou, si 
Pon veut, sur un polynome réduit a ce terme. 

La dérivée partielle prise par rapport 4 x est aAv*'y? 27; la 
dérivée partielle de ce résullat, par rapport ay, est 2B A xv% "yh! ay; 
on serait arrivé évidemment au méme résultat en prenant d’abord la 
dérivée partielle par rapport ay, et la oe vée partielle du résultat par 
Papporia ga Ome CONG) .fe— faye cy) vee 

Il n’y a, pour un polynome ena, y, 4, que six dérivées partielles 
du second ordre, que l’on peut désigner par 


» Sys is Wea < a5 sea 


c aT a "i ” M4 A na es ds 1 Pi] ” 
en donnant respectivement a fYs, fj:, f-: leméme sens quafyr, fry, fzs- 
Si Pon considére, par exemple, le polynome homogéne du second 


degré a trois variables x, y, 5, 


0(2,¥,2)=ax?+a' y+ a'3?+2bys+2b' 27+ 2b ay, 


On aura 


of = 2(ax + b' y+ U's), 
= 2(b"2+ a y+ 62), 
£=2(br4+by +a's), 

; nO Ory Gh 


a 
=2b, oi,=2b', oly = 20". 


Une dérivée partielle p’™* du polynome f(z, vy, %) sera définie 
quand on dira par rapport a quelles variables on doit successivement 
prendre chacune des dérivées : pour que l’on ait affaire 4 une dé- 
rivée pe’, il faut que lon prenne p dérivées; mais peu importe 
Pordre dans lequel se prennent ces dérivées, pourvu que l’on prenne 
toujours le nombre indiqué de fois la dérivée par rapport a x, par 
rapport a y, etc. Le théoréme relatif a la possibilité d’intervertir 
Vordre de deux dérivées s’étend en effet absolument comme le 
théoréme relatif 4 l'interversion des facteurs dans un produit. La dé- 
monstration comporte les étapes suivantes : 

Dans une dérivée partielle quelconque, on peut interverur l’ordre 
dans lequel on prend les deux premieres dérivées, l’ordre dans lequel 
on prend les deux derniéres, l’ordre dans lequel on prend deux déri- 
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vées consécutives quelconques, Vordre dans lequel on prend les di- 
verses dérivées. 

De cette proposition résulte la notation pour désigner une déri- 
vée p*™’; on la représentera par un symbole tel que 


fe “8 3h) 


ou a, 8, y sont des entiers positifs ou nuls dont la somme est p; sup- 
posons d’abord qu’aucun des nombres a, 8, y ne soit nul. On devra 
parur de f(z, v, 2), prendre la dérivée par rapport a z, la dérivée du 
résultat par rapport a a, etc., et ainsi de suite « fois. On forme ainsi 
successivement les polynomes 


! m (a), 
UES 2) Ra) OO) Se 3 


on part du dernier, on en prend la dérivée par rapport a y, la déri- 
vée du résultat par rapport av, etc., et ainsi de suite B de fois; on 
forme ainsi les polynomes 


(+1) (%+2) (a+ p), 
Jay ? ee 3 are. Fee ’ 


on prend ensuite les dérivées par rapport a z, et l’on forme les poly- 


nomes 
(%+-8--1) (a+6+2) (a+6+y) 
Nee ar eer Se pe erat 


uty? s vty 32 5} as) we yh at 


dont le dernier est celui que l’on cherche. 
Siz étaitnul, le symbole f‘?’s y, ot ’on devrait alors avoir 3 +7 = 
5) AY Gay zh) ne Ps 


é poate : ( 
aurait, par définition, le méme sens que Tae etc. 


47. Cherchons la valeur, pour x =0, y=0, 4=0, de la déri- 
vée pe™? dun monome Az* y? zY, ol a, 8, y sont desnombres entiers 
positifs ou nuls; il est clair que, si lon doit prendre la dérivée par 
rapport a x@ plus de @ fois, ou la dérivée par rapport a y plus de 
6 fois, etc., le résultat sera identiquement nul; si l’on doit prendre 
la dérivée par rapport a x moins de «@ fois, il restera dans le résultat 
un ou plusieurs facteurs 2; ce résultat sera done nul pour 2 =o. 

Si done aucun des nombres «, 6, y nest égal ao, la seule dérivée 
du monome Az% y8zY qui ne soit pas nulle pour z = 0, y =0,3 =0 
s’obtient en prenant «fois la dérivée par rapport a a, § fois la déri- 


116 CHAPITRE II. 


vée par rapport ay, y fois par rapport a z; sa valeur est 
a(a—t1)...1x 6(B —1)...1* y¥(Y—1)..-1 A} 


si a était nul sans que 8, y le fussent, la dérivée devrait étre prise 
6 fois par rapport 4y, y fois par rapport a z; elle serait 


CCRT) ae cy Ciel) se a A 


On peut la représenter dans tous les cas, avec les conventions 
expliquées au n° 43 par le symbole «! 6! y!A. 

Un polynome réduit f(z, v, =) est la somme de monomes tels 
que Avty8zY, tous distincts. Il résulte de la remarque précédente 


que la dérivée d’ordre # + 6 + y de ce polynome, que lon est convenu 
(0+ 8+) 
are 


eee a méme dans le cas ot l'un des 


de représenter par le symbole f 
nombres entiers «, 8, y est nul, se réduit pour =o, y=o, z=0 
aa! 8!y!A;inversement le coefficient numérique du monome 2% y8 z¥ 
qui figure dans le polynome s’obtient en divisant par «! 6! y! la dé- 


rivyée eee dans laquelle on a remplacé x, y, = par o. 


48. Je vais appliquer cette régle a la recherche des coefficients du 
développement du polynome (x+y-+ 3)", n étant un nombre 
naturel. Ce polynome en x, y, z est évidemment homogéne et du 
degré n; quand il est développé, il est la somme de termes de la 
forme z+ y%zY, o& a, 8, y sont des entiers positifs ou nuls, dont la 
somme est égale a 7m, multipliés par des coefficients numériques que 
J’on détermine par la régle précédente. 

Les dérivées premieres de (x + y-+ 2)", par rapport 4a, y, 2, 
s’obtiennent par la régle d’aprés laquelle la dérivée de (x +a)", 
quand a est une constante, est égale a n(# + a)’—!. Ces trois déri- 
vées partielles du premier ordre sont égalesa n(a@ + y +2)"~', les déri- 
vées secondes sont de méme toutes égalesan(m—1)(x%@ +,y +-2)”"*, ete.; 
toutes les dérivées n*™® sont égales An(n—1)(n—2)...1=7n! Le 
coefficient de z% vy zY est donc égal a 


n!} 


ZUR © 


et le développement du polynome (x + y + 3)” est égal 4 la somme 
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“1 


de tous les monomes distincts de la forme 


que lon peut former en prenant pour a, 8, y des nombres entiers 
posiufs ou nuls dont la somme soit égale a 7. 

Si, par exemple, n est égal a2, lasomme des nombres «+ 8 + y 
devant étre égale a 2, Pun de ces nombres peut étre égal a 2, les deux 
autres étant nuls; deux des nombres peuvent étre égaux a un, l’autre 
étant nul. 

Autrement dit, il peut y avoir, dans le développement, des termes 
en #7, eny?, en Z?, en yz, en 2x, en xy; il ne peut y enavoir d’autres. 


re ee ae oc eP Le 
Le coefficient numérique des termes en ?, y?, 2? est égal a ——— = 
oO. 


o!2! 
: ae ates 
le coefficient numérique des termes en yz, 27, cy est égal 5 
Ona 
(GY 1 2) = 2 sys 2 oe ay. 
Si lon suppose n= 3, on reconnait de méme quwil doit y avoir, 


dans le développement, des termes en x3, v3, 33 dont le coefficient 
] ) aes 
est 1, des termes en y?s, 327, 225, 2°72, wv, v?2a dont le coefficient 
) yp SOs ) » kV) 
est 3; un terme en xys dont le coefficient est 6. On a donc 


(=e y= 28 8 4 8 a8 34s 4 Se 32a 3a 
+ 30° y7vy+3y7?e4 + 6xyz. 


Le lecteur reconnaitra sans peine que la méthode donnée pour 
obtenir le développement de (2 + y+)” s’applique au développe- 
ment de la puissance n'*™* de la somme d’autant de variables que lon 
veut; il pourra aussi retrouver par cette voie la formule 


(2 + y)” cy ag LL We 


N—2 v2 N—38 473 
aa LES Ie tage eae IE 
nm} n! (m—1)!1! 


i n we 
Ce OT Sea aoe 


qui résulte d’ailleurs des formules (1) et (2) du n° 43. 


49. Enfin, sil’on désigne par a, b, ¢ trois nombres quelconques, la 
méme méthode s’applique a trouver le développement du polynome 
en7z,y,2,f(a+2,b6+y,¢+ 3), obtenuenremplacant les variables 
L,Y, 5 para+z2,b+y,c+2 dans le polynome f(z, y, 2). 

Le coefficient du terme en z% y8sY s’obuendra en divisant par 
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at Biss! la valeur pour 7==0, y=0, z=='0 devla dérivé dordre 
2 ; RE AL Pen A ro 2 
a+ 6+ y du polynome f(a+ 2x, b+ y, ¢+ 2) prise « fois par rap 
port a x, @ fois par rapport ay, Y fois par rapport a z. Or, en vertu 
@une remarque antérieurement faite pour les dérivées du premier 
ordre, et qui s’étend de suite aux dérivées d’ordre quelconque, cette 
dérivée se déduit de la dérivée fester e en y remplacant x, y, 2 res- 
pectivement para+z,b+y,c+ 3. Sa valeur pour 2=0, y=0, 
so s’obtiendra donc en remplacant, dans cette méme expression 
fiat, X,Y, 5 para, b,c; on convient de représenter le résultat 
par le symbole 
(a+6+y) 
a® be ch . 
Avec cette notation, on voit que le coefficient du terme en 2% y? sY 
s’écrit 
I (a+B+yY) 


1Blvl4 a beet 


et le terme lui-méme peut s écrire 


(a+ B+y) 
aX bP et 


(1) xe yB sy; 


a! Bl-~! 
le développement cherché est la somme de tous les termes distincts 
de cette forme qui ne sont pas idenuquement nuls. 

I] est clair que l’on n’aura pas a écrire de termcs pour lesquels 
a+ 8-+ vy dépasse le degré n du polynome f(z, y, 3). 

La régle précédente ne s’applique pas au terme indépendant de 2, 
Y, 4, mais on sait déja que ce terme, qui peut s’obtenir simplement 
en remplacant x,y, z parodans f(a + 2, b+ y,¢ +3) est f(a, b,c). 

Il est naturel de grouper ensemble tous les termes qui ont le méme 
degré pSnen x,y, s : ces termes sont de la forme (1), en suppo- 
santa-+ 8+ y=p. 

En supposant p = 1, leur ensemble est 


/ ! ! 
x ae VSo~ BY) ey 


\ I Mf / Peete 4 3 uf Tif ii es 
ou fa, Ss, fc désignent les valeurs def, f,,, f; quand on yremplace x, 
y, 3 respectivement par a, b, c; c’est, a part la différence des nota- 
tions, une observation qui a déja été faite au n° 45; ensemble des 
termes du second degré est 


" 
ee 


(22 fiat y2fiat 22 fart 2y of hot 220 flgt 2xy flr); 
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DU aioli peel cay as oe neresp cue ement les valeurs des 


Pie , " 
dérivées secondés fy1, fys, Sax) frye) Scx) Sy quand on y remplace x, 
VY, = par a, b, c; cet ensemble pourrait s’écrire symboliquement 


2(2fa+ yfi+ ofc), 


a la condition de remplacer, dans le développement de ce carré, 
effectué par la régle donnée dans le numéro précédent, 


ayes Gi GE Shes ran Vee 
par 


i uv uy " 7 W 
Sa’, So Ser bey eas ab: 


Cette observation est générale, comme on le reconnait en se repor- 
tant a la régle pour obtenir le développement de la puissance p*™? 
dune somme de trois termes; ensemble des termes du p*™* degré 
en Z, VY, 3 peut s écrire Oe ai raeerent 


I / ! 
mo VI 6+ Bfe)?s 


en supposant que l’on ad’abord effectué le développement de la puis- 
sance p**™®, puis que l’on y a remplacé le terme 


ut A BC FLYY 
= aie = at yB sy, 


ola+B + yest égal a p, par 


(P), 
St be BY oO 8 31; 
a! pl ale afer 
on est enfin parvenu a la formule symbolique 
(2) f(atav,b+y,e+2)=f(a,b,c)+afi+ yfit+afe 
I . 
— (Qa Vie Sc) 


1.2 


pa fat ris afey 


a 1e)e) 6) 6) a) 6) 16, @).4)'8.10) 16s) 6)(o 10 9 a) 0) Chole e «© 


+ ——— (aft y fir afl” 
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wor 


Cette formule, avec des modifications insignifiantes, s’applique 
des polynomes a autant de variables que l’on veut. 


~- 


Si on l’applique, par exemple, au polynome du second degré 
deux variables 


K BAPE Ag+ o2Baoy+Cy?+2Da+e2Ey-+ F, 
dans lequel on a 


fear AhreBy+D) f,=2(Ba+Cy-+F), 
ie Jzy= 2B, See Gs 


on aura, symboliquement, 


fata, b+y)=f(ab)+axfat yforz(afar Yfs) 
et, d’une facon explicite, 


fla+ 2, b+y)=f(a,b)+ fit yfh+ oer fart 2xy fart for) 
= f(a, b)+2x2(Aa+Bb+D)+2y(Ba+Cb+E) 
+Ag?+».»2Bay+ Cy; 


on yoit, par cette formule, que l'ensemble des termes du second 
degré est le méme dans le polynome 


f(a+e,b+y)=A(x7+a)?+2Bla+a)(y+b)+C(y+b) 
+2D(¢+a)+2E(y+ 6)+F, 


que dans le polynome f(a, vy): cela était aisé a prévoir, les termes du 
second degré dans le développement de f(a + x, b + vy) proviennent 
des termes du second degré de f(z, vy). Or, quand on développe 
A(x-+a)?, le seul terme du second degré est évidemment Ax?; 
quand on développe 2B(z + a)(y-+ 6), le seul terme du second 
degré est 2Bay, etc. Ce résultat est général : si f(x, y, 2) est un 
polynome du degré n, ensemble des termes du degré n dans le déve- 
loppement du polynome f(a + 2, b+ y, e+ 2) estidentique a l’en- 
semble des termes du degré n dans f(z, y, 3). 

La formule (2) s’applique sans modification 4 un polynome homo- 
géne du nim? deoré. 


Je vais Vappliquer au polynome homogene du second degré 


o(2@, 7, s)=ax?+a'y?+a's?+abys+2b'sxr+ 2b" ay, 
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en y remplacant toutefois les lettres a, b, c par x, Vo. Jo EL en rem- 
placant 2, vy, 2 par kv, ky, ks: elle donne alors pour l’expression 
de o(ap tha, vot ky, 50+ ks) 


@( Lo, Yo, 40) + A( LO, + VP), + 292,) 


k2 
Bir c 9 2 oy! , 2 el, Sle Seg oN, re at F " 
(aah Y Oya BF F5g Ht AVS Py 24H 23% Page, + 2LY Pryy,)s 


r , ” eee : psa te 
OU Ox.) Oy.) +++) Ox, y, désignent ce que deviennent les dérivées partielles 


, 
ere ryt 


On adonné au n° 41 les valeurs de ces dérivées; en remplacant les 


ees Oxy quand on y remplace x, 7, 3 par %o, Vo) 30+ 


dérivées secondes par leurs valeurs, on obtient lidentité 


( 9 (29+ ke, Jae ky, 29 + kz) 


(Q) 


= 0(2%0, Jo: 30) + k(x), YO. 4 49!) + k?0(a, y, 4); 


au reste, que l’ensemble des termes du second degré en x, y, 5 dans 
le développement de o(xp+hz, yotky, 2 +s), soit égal a 
kK o(a, y, 2), C'est ce qu'on pouvait prévoir par le raisonnement 
utilisé a la fin du précédent numéro. 

L’identité (1) a lieu quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres 2%, Yo, 20, £, VY, 3 : SUpposons qu'on prenne 2 =2,%o=y, 
3) = z. Le premier membreg[zv(1+ hk), yv(i +h), s(1+)] s’obtient 
en remplagant, dans le polynome homogene 9(z, y, =), , 7, 3 par 
rath), ya+hk), z(1+k); chacun des monomes qui constituent 
o(x, y, 2) se trouve alors muluplié par (1 + /)?, en sorte que le premier 
membre de notre identité n’est autre chose que 9(z7, y,s)(1+ 4)? 
elle devient donc 


9(@, 7, Z)I+ Kk) = (2, ¥, 5) +R CGE Voy 295) FKP G(@, Y, 5); 


Ue AY 


cette derniere identité doit avoir lieu quel que soit le nombre 4; si 
done on ordonne suivant les puissances de 4, les coefficients d’une 
méme puissance de & doivent étre les mémes dans les deux membres. 
La comparaison des termes indépendants de / et des termes en k? 
n’apprend rien : la comparaison des termes en / donne Videntité 


(2) 29(2, ¥,Z)=2Or+ Py + 292, 


y, 


qui se yérifie immédiatement en remplagant 9/,, 9,,, 


©, par leurs ex- 


pressions développées. 


122 CHAPITRE II. 


Le méme mode de raisonnement s’applique 4 un polynome homo- 
gene f(x, v,2) de degré n et conduit, comme le lecteur n’aura 
aucune peine a le voir, a Pidentité symbolique 


(3) (afi +yf{+efpre=n(n—1)(n—2)...(n—p+i)f(2, y, 4); 


ou p est l'un quelconque des nombres 1, 2, ..., 2. En particulier, 
pour p =1, on obtient Videntité suivante, qui est une généralisation 
immédiate de Videntité (2), 


(4) tfet ¥fy+ fs = 2 (L,Y, 2). 


En raison de importance de cette identité, j’en indique une autre 
démonstration : 

Elle se vérifie de suite en prenant pour /(z, vy, 3) un monome du 
degré n, Ax%y8zy, dont les dérivées sont respectivement 


aAawt—lyBsy, BAagryB-izy, y~AxtyB sY-1, 
en sorte que le premier membre se réduit a 
(a+ B+ y)Ax%ty8 37; 


comme un polynome homogeéne f(x, vy, =) est la somme de pareils 
monomes la proposition est éyidente. 

Le lecteur reconnaitra sans peine que si un polynome f(z, y, <) 
vérifie Videnuté (4) il est homogéne et de degré n; il suffit, pour 
cela, de décomposer le polynome en groupes homogénes. 

Revenons a lidentité (1) relative 4 un polynome homogéne du 
second degré; le premier membre s’obtient en remplacant dans 


O(x, VY, 3) 
“L,Y, 3 par 
Lo- Kane Deva ky, Zot iz, 


ou, ce qui revient au méme, par 


oF Xo ei Yo 
k(a+ 2)» Ky i), 


ou encore, en multiphant chacun des monomes qui constituent 
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o(2, y, 3) par k? et en y remplacant ensuite x, y, 3 par 
‘ £9 TO 40, 
LAD ari oe & i 5 
en d’autres termes, le premier membre peut s’écrire 
To OS eee ah ay anne 
se Pee Ee 


mais en vertu de l’identité (1) elle-méme, dans laquelle on remplace k 


I 
par ZR? © Ny Fs par Lo, Voy Fo Cl Lo, Yo) So Par LT, VY, 3, Ona 
g( a+ Bry +28, se 
k k 


= 92 15) Z (ope Joy t S09) Fy P( Hos Yor 20)! 


Videntité (1) peut donc s’écrire sous la forme 


K29(a, 7,2) + k( 209% + YoPy+ 209s) + (Loy Yo Fo) 
= (20, Yo, F0)+A(LE., + YP), + F9s,) FM O(L,Y, 2). 


On en conclut, en comparant les termes en /, que l’on a identi- 
quement, quels que soient 7, 7, 3, Zo, Yo, 205 


! , Lighedet ii al ipa 
(CS) LoVe + YoPy + 509s = LOy, +Y Py, + FZ, 


Ce résultat, quia une grande importance en Géométrie analytique, 
se vérifie d’ailleurs immédiatement en remplagant 9/,, ¢,, 9, par leurs 
expressions explicites ; le premier membre devient alors 


22)(ax + b"y + b's)+ 27) (O x + aly + 63)+25)(0x+ by + a's); 
il peut s’écrire 


LAL) HL + 2A’ yoy +20" 45+ 2b(Mos+ Zh) 
+20 (392 + %)5)+ 2b"(aovytyor); 


sous cette forme, on reconnait de suite que ce polynome en 2, y, 3, 
Lo, Voy Zo reste le méme quand on échange les lettres x, y, 3 et 2, 
Yo, Zo. Cette méme forme, d’ailleurs, met de suite en évidence 
Widentité( 2), ,enisupposant 7o=12, 79 =), Sys 
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Lidentité (5) est spéciale aux polynomes homogénes du second 
degré; elle est toutefois un cas particulier d’identités concernant les 
polynomes homogénes du n™* degré, qui se démontrent par la 
méme méthode qui nous a conduits a lidentité (5) et que je me 
contente de transcrire. On a pour les valeurs 1, 2, n—1 du 
nombre p 


be) 


st I ; h ; I ; “7 ee 
(6) pd ot Ie re ef)? = 7 (toffee + Yofy + 40S)"; 


n—p)! 


ot: les puissances ont le caractére symbolique sur lequel on a insisté 
4 plusieurs reprises. 
On a encore 


I 


(2fr, + IS 9+ Shey)” =L(%s Ys 4): 


n! 


EXERCICES. 


18. Soit @ un nombre positif moindre que 1, ona 


Soient A la plus grande des valeurs absolues des coefficients du poly- 
nome f(a), z la valeur absolue de 7, B un nombre positif quelconque : la 


: A fee : 
valeur absolue de f(z) est moindre que 7» Siw est moindre que 1; elle 
1—a@ 
B 
A+B 
La valeur absolue de x? f(w) est moindre que B silona 


est moindre que B, si Von a a’ < 


= Boa pC pe=aa) 


= 2A 


19. Pour quelles valeurs de z la courbe (C), définie par l’éyuation (n° 31) 
yse=3—26+ 427+ 5234 2, 


est-elle au-dessus ou au-dessous de la tangente au point de la courbe située 


mal 
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sur l’axe des y, au-dessus ou au—dessous de la parabole définie par l’équation 
¥=3—20+ Gx? 


Déterminer la tangente a la courbe (C) aux points d’abscisses 1 et 4. 


20. Déterminer un nombre positif @ tel que, sila valeur absolue de a est su- 
périeure a a, la valeur absolue du polynome 3 — 24 + 4”72?— 5x3+- x* soit plus 
grande que 1000. 


21. Siun polynome f(x) a tous ses coefficients positifs, sa valeur augmente 
avec celle de x, quand @ est positif. Sil ne contient que des termes de degré 
impair, sa valeur augmente avec celle de x, quel que soit 7; s’il ne contient 
que des termes de degré pair sa valeur diminue quand w augmente en restant 
négatif. 

Si le nombre A est positif, la valeur de l’expression (7 + A)”— a” aug- 
mente avec celle de w quand az est positif. 


22. Si un polynome f(a), de degré n, est positif ainsi que ses n dérivées, 
pour 2 =a, sa valeur va en croissantavec celle de 2, quand a est plus grand 
que @: cette valeur, quand z est plus grand que a, reste donc toujours po- 
sitive. 


23. Il est souvent commode dintroduire en avant des coefficients d’un poly- 
nome de degré 7 les coefficients numériques C?, C¥,..., C2 de la puissance nim 
d’un binome; d’écrire, par exemple, les polynomes du deuxiéme et du troisieme 
degré sous les formes 


ax?+2br+c, axve+3bx24-3cxr + d, 
et le polynome du n*™ degré sous la forme 
fl@) = a2" + Cia, 21 4- Ca, 7? 2 a Chan, 


OU a, 4, .-.-, &n sont des constantes. 
Montrer que V’on a, en désignant par f‘?)(a) la dérivée p*™* de f(x), 


fe) 


= CF (a Pe - OF Pg oP) CP Rage Pt os a CES inp): 
AD ee? 

24. Hn conseryant Jes notations de l’exercice précédent, soit a la plus 
grande des valeurs absolues des constantes a), 41, ..-, @,3 soient x ct h’ les 
valeurs absolues de # et de h, ona 


| f(@) |S a(e'-+1)”, fone 


| f(2+h)— f(x) |Sal(a'+ h'+1)P—(a'+1)"]. 


< Chala +0, 
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Si lon suppose que la valeur absolue de x reste inférieure au nombre po- 
sitif A, le second membre de la derniére inégalité est plus petit que 


al(A + h'+1)?—(A+1)"]. 
Dans les mémes conditions on aura, en désignant par ¢ un nombre positif 


quelconque, 


lieth) —f@)| =; 


way/iasine® are 
a 


25. Soit @ la plus grande des valeurs absolues des constantes @,, @2,.-., An 


si lon a 


dans le polynome 
S(x@) =x" + Cha,c?+ Chagv"*+...4 Cran; 
on a, pour toutes les valeurs positives de 2, 
J(@)2(@+1)a"—al(x+1)"; 
le polynome f(a) est positif pour toutes les valeurs de w qui vérifient liné- 


galité 
1 ae 


a 
z> n 


Vat Va. 


26. Montrer que la somme 


K, = (C3)?+ (C2)2+...+ (C2) 


des carrés des coefficients numériques du développement de la puissance ni*™* 
dun binome est égale au coefficient numérique maximum dans le développe- 
ment de la puissance 2n'*™* de ce binome. 

{1 suffit de multiplier membre a membre les deux égalités 


(I+a)"=]C2R + Chr +C8e? +...4 Cher, 
(@+ 1) = Char+ Char1+ Chari +...4 Ch, 


et de constater que, dans le produit des seconds membres, le coefficient de x” 
est précisément la somme cherchée. 
Ky+ 
Calculer le rapport —2. 
Is 


27. Dans Videntité 
(@-+-1)(v@+ 2) (2+ 3)—2(#+1)(4@4+ 2) =3(27?4+ 347-4 2), 


on remplace x successivement par 1, 2, 3, ...p et lon ajoute les p égalités 
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ainsi obtenues. Déduire du résultat la formule 


S P(p+i)(2p +1) 
y= aR ? 


ou S, désigne la somme des carrés des p premiers nombres naturels. Cette 
méme formule peut se déduire, d'une facon analogue, de Videntité 


(w7+1)38—2=397?+ 3741. 


Montrer que p est la racine cubique, a une unité prés, de 3Sp. 
Montrer que la somme des cubes des p premiers nombres naturels est 


PRES 
4 


28. Sil’on pose Fo(x) =1, Fi(7) =~ et, en désignant par n un nombre 
naturel quelconque, 


FE, (2) = 4(@-+-1)...(@+n—1), 
on a, quels que soient @ et a, 
BGz eto) GB Ga (ap et C2 (ae) Ep (ae tones 
Uy Ea) Hyp 2) oa Op F(a) FoG@). 


On constate que cette identité est vraie pour nm =1; on démontre que, si elle 
est vraie pour le nombre naturel 7, elle est vraie pour le nombre suivant n+ 1, 
ce qui résulte sans peine de Videntité 


Fp(@)Pr=p(4)(a+a+n)= Fpii(a@) Fr—p(2) 


a x(a) Fr—p+t (2): 
29. En posant 


, x fe Si) 
Jey (G2) =e P(x) ==, i= “5 


u(r +1)(r7+2)...(7+n—t) 
D8 


Vedic ave 
on a identiquement 
Pr(e@-+1) = Pr(w7)+ Pr-1(2% —"), 
Pet) = Po-+ Pie) + Pe(@)-+...+ Pr(2), 
Pr @=-2) = Po(@) Pr@) == Pi(@) Pras (@) 


+ Pe(@) Pno(w) +... + Pr(a) Po(z). 
30. Si lon pose 


(2 =E 1) (eo)... (ee n—3) = wl Ayan. 
++ Apa?—P—t +... 4 Ani, 
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ona 
(@ +1)? + Ay(a@ + 1)P-t+... + Any (4 +1) 
=(x+n)(xr- + Ayar-27+...+An-1). 


Déduire de 1a les égalités 


Cee Greta GRSY A Ea cngt 2 Aya oul) Apa 


Exprimer A;, Az, Az au moyen de zn. 

Montrer, en supposant que 7 soit un nombre premier impair, que les nombres 
entiers A;, Ay, ..., An» sont divisibles par m ainsi que A,-;+ 1; dans les 
mémes conditions, si est un nombre entier non divisible par n, #”—1—1 est 


divisible par 7. 


31. En conservant aux lettres A;, As, ..., An—4 la signification de l’exercice 
précédent et en désignant en général par S, la somme des r™*s puissances 
des p premiers nombres naturels, on a 


(Pp=E1)\( p+-2)...( p=-2)— 1-2-3... 
nm 


Sn—1t+ A1Sp-e+..- tAn95S1;+ pAn-1= 
32. En conservant les mémes notations que dans l’exercice précédent, mon- 
trer que lon a 
CRSn—1+ C2 Spot... + CP_,Si +p =(p+1)?—p”. 
Calculer S:, $3, S, en partant soit de cette relation, soit de la relation ana- 


logue indiquée dans l’exercice précédent. 


33. Ordonner, suivant les puissances croissantes ou décroissantes de x, le 
carré du polynome 1+ 2%-+ 4?+...+ 4”. Quel est, dans le développement, 


le plus grand coefficient numérique ? 


34. Trouver un polynome f(a) tel que l’on ait identiquement, en désignant 
par f’(@) la dérivée de f(x), 
ar 


(1) Pel N eM tere mera, 


Dese ld 


On reconnait aisément que le polynome f(z) ne peut étre d’un degré supé- 
rieur a 7. On applique ensuite la méthode des coefficients indéterminés, 
c'est-a-dire qu’on pose f(a) = Ag+ Aja + A,xv?+...+A,a"; en rempla- 
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cant ensuite, dans l’équation (1), f(a) et f’(#) par leurs expressions dévelop- 
pées, et en écrivant que, dans les deux membres, les coefficients d’une méme 
puissance de 2 sont égaux, on trouve les relations 


Ao—Ai=o, Ai—2Ag=0, ..., Ani1—nA,=0, INpey es 


qui permettent de déterminer les coefficients Aj, Ay, ..., An. 


35. Ordonner suivant les puissances de w le polynome 
J(@#)=U+ar)(i+a@v)(1+a3ax)...i+ az). 
En changeant x en ax dans cette égalité, on trouve aisément la relation 
flv) (I+ arte) = f(ax) (1+ az), 


qui doit avoir lieu quel que soit a. . 
En remplagant dans cette égalité f(a) et f(az) par 


Ap tA,@+...+An2”, Apt Ajaxr+...+A,ara, 


égalant, dans les deux membres, les coefficients de #?, on trouve une relation 
entre A, et A,_;, dou, en tenant compte de l’égalité Ay =1, on tire aisément 


Paipiat Ay) 


A : (I— a”) (1— a”?—-1)...(1 —ar—-P +1) 
pHa : 


(1— a)(1— a?)...(1— aP) 


La définition méme du polynome f(x) montre que A, doit pouvoir se 
mettre sous la forme d’un polynome entier en a. 


36. La relation 
Xn— 2¢Xp-1+ Xn. = 0, 


ou x désigne un nombre entier au moins égal a 2, permet, quand on se donne 
deux polynomes Xo, X,, de trouver successivement les polynomes 


Xo = 2”X,— Xp, X3= 2”7X,— Xi, IG Sis B08 


qui la yérifient identiquement. 

On supposera dans ce qui suit Xy)=1, Xt = 2. 

Former explicitement les polynomes X», X3, X,, Xs. 

Montrer que X, est un polynome de degré n, ne contenant que des termes 
dont le degré est pair ou impair suivant que 7 est pair ou impair. 

Trouyer pour X, le coefficient de w” et celui de #7”. 

Quelle est la valeur du polynome X, pour 7 =1 et 7 =—1? 

Montrer que X,, quand on y remplace x par cos, devient égal a cosna. 


te 8) 
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37. Trouyer tous les polynomes f(a), de degré n, qui satisfont identique- 


ment a la relation 
(1— 2?) f" (x2) —af' (4) +n2f(r) =o, 


ot f'(x), f"(x) désignent les dérivées, premiére et seconde, de f(a). 

On posera f (v7) = Apv?+ Ajar—1+...+A,. En remplacant, dans la rela- 
tion précédente f(a), f'(x), f"(x), par leurs expressions développées et en 
écrivant que, dans le premier membre, les coefficients dew”, 7”—!, ..., 7” —P, ... 
sont nuls, on aura tout ce quil faut pour montrer que Ay, As, As, .-. sont 
nuls et pour déterminer Az, A,, Ag, ... au moyen de Ag; le polynome f(z) 
est ainsi déterminé a un facteur constant pres. 

Montrer que, si l’on prend Ay= 2”~', le polynome f(x) n’est autre chose 
que le polynome X, de l’exercice précédent. 


38. Ordonner, suivant la puissance de z, le polynome que l’on obtient en 
prenant la dérivée n&de (a?—1)” et en divisant le résultat par le produit 
2.4...2n des nm premiers nombres pairs. En désignant ce polynome par P,(2@), 
montrer que l’on a identiquement en x 


nPy (ae) — ner) eP p4(@) (nm —1) Pp-ola) = 0, 
(1— 2?) Ph(x7)— 2x7P), (2) +n(n+1)Pr(v) =0. 


La premiére de ces relations permet de calculer successivement les poly- 
nomes P2, P3, P,, ..., quand on suppose Pp =1, P, —3 y=. Xe 

Dans la seconde, P},(x#), Pi (a) désignent les dérivées premiére et seconde 
de P,(a2). Tout polynome f(a) qui vérifie identiquement la relation 


(1— x?) f"(v7)— 227 f'(x)+n(n+1)f(2)=0 


est de la forme AP,(a@), en désignant par A une constante. 
Quelle est la valeur de P,(z) pour 2 =1, pour 7 =—1? 


39. Combien y a-t-il de termes, en supposant qu’il n’en manque aucun, dans 
un polynome homogéne du n° degré, a deux, trois ou quatre variables? 
Dans un polynome non homogéne? Combien dans un polynome non homogéne 
de degré n, a trois variables, y a-t-il de termes oi l’une des variables entre 
au degré p? On suppose toujours qu’aucun terme ne manque. 


40. Soit f(%, 1, «--, Lp-1) un polynome réduit a 7 variables; soit g un 
nombre naturel supérieur au degré du polynome f(a, 71, ..., @n—,) par 
rapport a l'une quelconque des variables; dans ce polynome on remplace 
respectivement (1) x, 21, .-., Y2, Zn—1 par v, 2F, v8, ..., v8"~*; soit F(a) 


(1) Dans #3*, 3°, ..., g? et g° sont les exposants de la puissance a laquelle on 


éléve x; le carré, ou le cube de x? se représentent par (#3)?= a8, (x3)3= as, 
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le polynome en 2 auquel on parvient ainsi. Montrer, en s’appuyant sur ce 
qu'un nombre naturel ne peut s’écrire que d’une seule facon dans un systéme 
de numération dont la base est #, qu’a deux termes distincts du polynome 
S (%o, ®1, «++, Vp—4), correspondent deux termes distincts du polynome F(z) 
et comment, connaissant le polynome F(a), on peut retrouver, terme par 
Lene wen pOllymomeng (aonmcimemennci =: 


41. Un polynome f(a», v7, ..., @,—-1) ne peut étre nul pour toutes les va- 
leurs enti¢res attribuées aux variables sans étre identiquement nul. 


42. Un polynome f (2%, 21, ..., n—1) ne peut étre nul pour toutes les 
valeurs des variables qui satisfont a la condition ©( 2%, 71, ..-, Zn—1) > 0, ou 


9(%, %1, ..-, Zy-1) désigne un polynome donné, sans étre identiquement nul. 
La démonstration des propositions énoncées dans les exercices 41, 42 est 
immédiate quand il s’agit de polynomes a une variable. 
L’artifice indiqué dans l’exercice 40 permet, en prenant g assez grand, de 
ramener a ce cas le cas d’un polynome a 7 variables. 


43. Montrer que tout polynome f(.2, y) a deux variables x, y tel que l’on 
ait identiquement f’,, = 0 estlasomme d’un polynome en 2, et d’un polynome 
en y. 


44. Déterminer le polynome le plus général f(z, vy) homogeéne en a, y, du 
degré n, tel que l’on ait identiquement en x, y 


" ell 
wit fyi = 0. 


Méme question, en supprimant la condition relative a VPhomogeéneéité. 


CHAPITRE Il. 


DIVISION DES POLYNOMES. 


§ 4. — DIVISION PAR UN MONOME. 


50. Les monomes et polynomes que l’on considérera dans ce Cha- 
pitre seront toujours, sauf au n°58, des monomes ou polynomes a une 
variable, que l’on désignera par la lettre z. 

Si Pon considére deux monomes az”, ba?, dont le premier est dit 
dividende, et le second diviseur, il n’y a évidemment pas de poly- 
nome, contenant deux termes ou davantage, qui, multiplié par le 
second, reproduise le premier. Il existe un monome qui, multiplié 
par bx?, reproduise az” si p est inférieur ou égal an, a savoir le 

a ; ; Oy, fe WER Oo ; : ‘ 
monome 7 x" P, qui se réduit a7 si n est égal a p; on dit alors que 
le monome az” est divisible par bx?, et le monome Foe est le 


quotient de la division de ax” par bx? : sa valeur est toujours égale 
au quotient exact de la division de la valeur du monome dividende 
par la valeur du monome diviseur, sauf lorsque x est nul, auquel cas 
; 4 arr , 

Pexpression bgp 2a pas de sens. 

Quand 7 est plus petit que p, il n’y a ni monome ni polynome qui, 
multiphé par bx?, reproduise ax” : ax” nest pas divisible par bax?. 
Toutefois, il y a une expression, d’une forme analogue aun monome, 
qui jouit de cette propriété : c’est expression 

a 1 a a 
bgp be eae 
en. posant m= n — p. 

Malgré son analogie avec les monomes, on ne donnera pas le nom 

de monome a Vexpression ax~’; il sera toutefois commode, a l’oc- 


casion, de dire qu’elle est de degré négatuf — m. 
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Considérons un polynome A et un monome B. Existe-t-il un poly- 
nome Q, tel que le produit par B de ce polynome soit identique 
a A? 

Sil existe un tel polynome, le produit de chacun de ses termes par 
B devra reproduire identiquement un terme de A; chaque terme de 
A est done divisible par le monome B, c’est-a-dire qu'il est de degré 
égal ou supérieur au degré du monome B: S’il en est ainsi, en divi- 
sant, comme on vient de l’expliquer, chaque terme de A par B, on 
obtient évidemment un polynome Q qui, multiplié par B, reproduit 
le polynome A : celui-ci est divisible par le polynome B; le poly- 
nome Q est le quotient de la division. 

Sa valeur, quel que soit le nombre x (différent de 0), est égale au 
quotient exact obtenu en divisant la valeur du polynome A par la 
valeur du polynome B. 

Ainsi le polynome 5 27— 3 x$+- 42° est divisible par lemonome 32°, 


: Dee, 4 
le quotient est S GG — GS Se oe 


Lorsque A contient un terme de degré inférieur au degré de B, la 
division n’est plus possible, au sens que l’on vient de dire; toutefois, 
on peut encore diviser, comme on l’a expliqué plus haut, chaque 
terme de A par le monome B, quitte a introduire des Lermes ayant un 
exposant négatif. On obtient ainsi une expression analogue a un po- 
lynome (a laquelle, toutefois, je ne donnerai pas le nom de poly- 
nome), qui reproduit identiquement A quand on la multiple par B, 
et dont la valeur, sauf pour xz = 0, est toujours égale au rapport de 
la valeur de A a celle de B. On l’appellera, si lon veut, le quotient 
exact de la division de A par B. 

En diyisant, par exemple, le polynome 2%*— 3a?-+ 4% —1 par 
3.27, on obtient ainsi l’expression 


Les expressions de la forme 


Agvt+ BaB+...+ Lah, 


ot A, B, ..., L sont des constantes, et ot a, 8, ..., A sont des nom- 
bres entiers positifs, nuls ou négatifs, Jouissent de propriétés ana- 
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logues a celles des polynomes (on ne leur donne pas toutefois le nom 
de polynomes quand l'un des nombres 4, 6, ..., 4 est négauf). 

On peut les réduire, les ordonner par rapport aux puissances crois- 
santes ou décroissantes de la variable. Par exemple, l’expression pré- 
cédente sera ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x 
si?onaa> 6 >...>. Ax sera alors le terme du plus haut degré, 
Lz le terme du sls bas degré 

On peut ajouter, retrancher, multiplier des expressions de cette 
nature, en opérant comme pour les polynomes ordonnés. On recon- 
naitra méme, dans le cours de ce Chapitre, sans que j’y insiste davan- 
tage, qu’on peut les diviser par les mémes régles que les polynomes. 

Je laisse au lecteur le soin de reconnaitre qu’une expression de cette 
nature, quand elle est réduite, ne peut étre nulle pour toutes les va- 
leurs de x, sans étre identiquement nulle; que deux expressions ré- 
duites de cette nature ne peuvent étre égales pour toutes les valeurs 
de x sans étre identiques terme a terme; qu'une telle expression, 
quand elle est réduite et qu’elle contient effectivement des termes de 
degré négatif, est tres grande en valeur absolue, pour les valeurs de x 
voisines de 0; qu’elle est, pour de telles valeurs, du signe de son 
terme du plus bas degré; que, si elle contient effectivement des termes 
de degré positif, elle est, pour les trés grandes valeurs absolues de x, 
trés grande en valeur absolue, et du signe de son terme du plus haut 
degré. 


§ 2.— POLYNOMES ORDONNES SUIVANT LES PUISSANCES DECROISSANTES 
DE LA VARIABLE. 


S41. La division des polynomes a une variable peut étre considérée 
de plusieurs points de vue; du premier de ces points de vue Popéra- 
tion, parfaitement déterminée, est analogue a l’opération de la divi- 
sion arithmétique au sens de la théorie des nombres entiers. 

Etant donnés deux polynomes en x, A et B, dont on appellera le 
premier dividende et le second diviseur, on se propose de trouver 
deux polynomes Q et R, dont le second soit de degré infé ‘rieur au 
degré de B, et tels que l’on ait idenuquement 


(1) A=BO+R; 
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le polynome Q s’appelle le quotient, le polynome R s’appelle le 
reste. 
Si, par exemple, on avait 


, io 


A =325— 24'+ 5x23— 772+ 8x —1, Breas 


on satisferait évidemment a lidentité A = BQ + Ren prenant 
Q=3x2?—27+5, R=—72?+ 8x4 —1. 


La régle pour diviser un polynome quelconque de degré n par un 
monome x? de degré inférieur ou égal a n est évidente. 

Comme on le verra, le probléme général que l’on a posé admet tou- 
jours une solution et une seule. Suivant ordre des questions aux- 
quelles on a affaire, c’est le quotient, ou le reste, quiimporte le plus. 

L’analogie de cette opération avec la division des nombres entiers 
est évidente : on verra, d’ailleurs, qu’elle conduit a une théorie de la 
divisibilité des polynomes qui suit pas a pas la théorie de la divisibilité 
des nombres entiers. 

Je supposerai le probleme résolu et les polynomes A, B, Q, R or- 
donnés suivant les puissances descendantes de x. 

Il importe d’abord de remarquer que, si le polynome Q n’est pas 
identiquement nul, le terme du plus haut degré dans le produit BQ, 
terme qui s’obuent en mullipliant les deux premiers termes de B et 
de Q, est de degré au moins égal au degré de B et ne peut, par con- 
séquent, se réduire avec aucun terme de R: on voit alors que le pro- 
duit des deux premiers termes de B et de Q doit étre identique au 
premier terme de A. 

Lorsque A est de degré inférieur a B, il ne peut pas y avoir de po- 
lynome © contenant effectivement 2, ou méme se réduisant a une 
constante non nulle pour lequel Videntité (1) puisse avoir leu, 
puisque, autrement, le polynome BQ, et, par suite, le polynome 
BQ +R, serait de degré supérieur 4 A: la seule solution du pro- 
bléme posé est évidemment Q = 0, R= A. II faut, pour ladmettre, 
conyenir de regarder o comme un polynome (identiquement nul). 

Je suppose maintenant que A soit de degré n supérieur ou égal au 
degré p de B. 

Le produit du premier terme de B par le premier terme de Q 
élant identique au premier terme de A, le premier terme de Q 
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s’obtendra en divisant, comme on l’a expliqué dans le n° 50, le pre- 
mier terme de A par Je premier terme de B. En désignant le monome 
quotient par go, et par Q, le polynome qu/il faudrait ajouler a 7 pour 
reproduire Q, on devra avoir identiquement 


A= B(¢go+Q1)+ R, A — Bao= BQ: + R; 


comme R est toujours de degré inférieur a B, la détermination de Q, 
est ramenée a la division du polynome A, = A — Bq, par B. Dans 
le polynome A,, ordonné suivant les puissances descendantes de z, 
ne figure plus de terme de degré nr: si ce polynome est de degré infé- 
rieur au degré de B, lopération est terminée, ona Q,=0, R= Aj, 
Q = qo. Si Ay est de degré supérieur au degré de B, on déterminera 
le premier terme g, de Q, de la méme facon, et l’on aura 


Q1= 91+ Qs, Ai— Bq, = BQ, + R= Ag. 


On continuera de méme jusqu’a ce qu’on parvienne a un polynome A, 
qui soit de degré inférieur 4 B, ce qui ne manquera pas d’arriver, 
puisque les degrés des polynomes A, A,, Ay, ..., A; vont en dimi- 
nuant d’une unité, au moins, a chaque fois. 

Drailleurs, d’aprés la fagon méme dont on a opéré, on a identique- 


ment 
A => Bqo + Aq, 


Np eB eae A 
A eat Gree toes 
et, par suite, en ajoutant, 
A=B(qotQit---+9r-1) +AP, 


et cette identité montre bien, puisque A, est de degré inférieur au 
degré de B, qu’on est parvenu a la solution du probleme posé, que le 
polynome qo+9i+...+ ,_1 est le quotient Q, et le polynome A, 
le reste R, que l’on cherche. 

Chacun des termes du polynome Q a été déterminé d’une facon 
nécessaire, le polynome Q étant déterminé, le polynome R= A — BQ 
est lui-méme déterminé; on voit bien que le probleme ne peut ad- 
mettre qu’une solution. 
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Le degré du quotient Q, dont le premier terme s’obtient en divi- 
sant le premier terme de A par le premier terme de B, est toujours 
égal a la différence entre les degrés de A et de B, sauf dans le cas ott 
le degré de A serait inférieur au degré de B et ott, alors, QO serait 
identiquement nul. 

La regle pour faire la division résulte des explications précédentes. 

On écrit sur une méme ligne horizontale le dividende a gauche, le 
diviseur a droite en les séparant par un trait vertical ; ces deux poly- 
nomes sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x ; 
on trace une barre horizontale sous le diviseur, pour le séparer du 
quotient que lon écrira au-dessous de cette barre. 

Le premier terme du quotient s’obtient en divisant le premier 
terme du dividende par le premier terme du diviseur : ce terme étant 
écrit, on écrit au-dessous du dividende les produits, changés de 
signe, des termes du diviseur par le terme obtenu au quotient, en 
ayant soin de placer chaque produit partiel au-dessous du terme du 
diviseur qui a le méme degré. On écrit la somme du dividende et des 
termes écrits au-dessous de lui : cette somme est le premier reste 
partuel. I] conyient d’avoir séparé ce reste partiel des deux lignes 
qui le précédent en placant au-dessous de ces lignes un trait hori- 
zontal. 

Le second terme du quotient s’obtient en divisant le premier terme 
du reste partiel par le premier terme du diviseur; au-dessous du 
reste partiel, on écrit les produits, tous changés de signe, des termes 
du diviseur par le second terme du quotient, et l’on ajoute au pre- 
mier reste partiel; la somme est le second reste partiel, qui fournira 
le troisic¢me terme du quotient, etc. 

On continue de la méme facon, en s’arrétant quand on ne peut plus 
continuer, c’est-a-dire quand le premier terme du reste paruiel au- 
quel on est paryenu est de degré inférieur au diviseur. L’opération est 
alors terminée : le quotient est formé par ensemble des termes 
obtenus, le reste est le dernier reste partcl. 

I] convient de remarquer que, chaque fois qu’on a obtenu un reste 
partiel, le dividende est égal au produit du diviseur par le polynome 
écrit au quotient, plus le reste partiel. La différence entre le degré du 
reste partiel et le degré du diviseur est moindre que le degré du der- 
nier terme écrit au quouient. 

Le lecteur pourra suivre cette régle sur l’opération écrite 
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ci-dessous, que je crois inutile de détailler dayantage. 


Soe = To == IF DAG 0) 22 
Te) 3 15 
— 3x5 4 2 gt 2a =—2?— B+ — 
2 2; 2 | 
; Id ; 
2x*H ee. ee Ws 
D 2 
+ 90% — 5+ 32 
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eed ee apealh aie DE 
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Quand le reste de ’opération est nul, on dit que la division se fait 
exactement, que le polynome dividende est divisible par le polynome 
diviseur, ou encore que le polynome diviseur divise (exactement) le 
polynome dividende. Le dividende est alors identiquement égal au 
produit du diviseur par le quotient ('). 

Sil en est ainsi, le dernier terme du dividende doit étre égal au 
produit du dernier terme du diviseur par le dernier terme du quo- 
tient. Si done on est amené a écrire au quotient un terme de degré 
moindre que le degré du quotient du dernier terme du dividende par 
le dernier terme du diviseur, ou un terme qui soit précisément de ce 
degré, mais qui ne soit pas égal au quotient du dernier terme du di- 
vidende par le dernier terme du diviseur, on est str que Popération 
ne pourra se faire exactement; par exemple, dans lopération écrite 


x 5 . . 2 
ylus haut, dés qu’on a écrit au quotient le terme — 2, et non — =z 
) | ; ee) 


on est certain que la division ne se fera pas exactement. 

Lors méme que la division de A par B ne se fait pas exactement, 
il peut étre utile de mettre le polynome A sous la forme BQ + R, ou, 
R 


: . f : A 
ce qui revient au méme, la fraction = sous la forme Q + 5 
> 


B 


(1) Quand le polynome A est divisible par le polynome B, on dit que B est un 
diviseur de A. Jécarterai, dans ce Chapitre, cette forme de langage qui pourrait 
créer des confusions. 
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On a souvent a calculer la valeur numérique que prend le poly- 
nome A pour une valeur de x qui annule un autre polynome B; au 
lieu de substituer cette valeur dans A, il est plus commode, surtout 
si elle est irrationnelle, de la substituer dans R, ce qui donne le méme 
résultat, et est plus aisé. Le lecteur s’en rendra compte en pensant 
au cas ott B est du second degré et ot R est, par conséquent, au plus 
du premier degré. 

D’un autre cété, on verra plus tard que pour les valeurs de 2, qui 


. : R ; 
sont tres grandes en valeur absolue, la valeur de la fraction F est tres 
> 


: A : . : 
peute, en sorte que la valeur de 3 est 4 peu pres égale a celle de Q, 


dont le calcul est plus facile. 
Enfin, les notions qui précédent conduisent a des propositions qui 
sont l’extension manifeste, aux polynomes, de théorémes bien connus 


d’Arithmétique, concernant les nombres entiers. 


52. Quand on multiplie le dividende A et le diviseur B par un 
méme polynome C, le quotient Q n’est pas changé et le reste R est 
multiplié par le polynome C, En d’autres termes, le quotient de la 
division de AC par BC est Q, comme celui de A par B, et le reste 
est RC. 

Lidentité A=BQ-+R entraine, en effet, AC=BCQ+RC et 
cette derniére identité, ott le degré du polynome RC est moindre 
que le degré du polynome BC, permet d’affirmer que Q et RC sont 
le quotient et le reste de la division de AC par BC. 

Quand le dividende A et le diviseur B sont divisibles par le divi- 
seur C, le reste R de la division de A par B est aussi divisible par C; 
quand on diyise le dividende A et le diviseur B par C, le quotient Q 
nest pas changé et le reste est divisé par C. 

Puisque C divise exactement A et B, par hypothése, soient A’ et B’ 
les quotients, on aura identiquement A = A/C, B = B/C, et lidentté 
A =BQ-+R pourra s’écrire 


A'C = B/CQ +R, R= (A'— B'Q)C; 


la derniére forme montre bien que Ri est divisible par C et que le 
quotient de la division est le polynome R’ = A’— B’Q; cette identité, 
qui sert de définition au polynome R’, peut s’écrire A’= BQ + RV’; 
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le degré de BR’, égal au degré de R diminué du degré de GC, est infé- 
rieur au degré de B’, qui est égal au degré de B diminué du degré 
de C; Q et R’ sont done bien le quotient et le reste de la divi- 
sion de A’ par B’. 

Remarquons en passant que le polynome C peut se réduire a une 
constante (non nulle); la division est toujours possible. Sil’on prend 
pour cette constante C le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans B, on raménera la division proposée a une autre dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de zx, dans le diviseur, sera 
Punité, ce qui peut étre commode. On peut d’ailleurs se borner a 
diviser tous les coefficients du diviseur par le premier, sans toucher 
au dividende : le quotient estalors multiplié par le premier coefficient 
et le reste n’est pas changé. 

On ne change pas le reste d’une division quand on ajoute (') au 
dividende un multiple du diviseur : 

Lidentité A = BQ + R implique en effet Pidentité 


A+ BC=B(Q+C)+R, 


ot! C est un polynome quelconque, et cette derni¢ére idenuté montre 
que le quotient de la division de A + BC par B est Q+-G, et que 
le reste est R, puisque le degré de R est inférieur au degré de B. 

Si le dividende est une somme ou un produit de deux polynomes, 
le reste de la division par un polynome quelconque n’est pas changé, 
quand on ajoute un multiple du diviseur a l'un des termes de la 
somme ou a l’un des facteurs du produit. C’est une conséquence 
immédiate du théoreme précédent. On voit ensuite qu’on peut aussi 
bien, sans changer le reste, ajouter aux deux termes de la somme, ou 
aux deux facteurs du produit, tels multiples du diviseur que Von 
veut, puis que le théoréme s’étend au cas ot le dividende est une 
somme ou un produit d’autant de polynomes que l’on veut, ou 
encore une somme dont les termes seraient des produits de poly- 
nomes : on peut, sans changer le reste, ajouter un multiple du diyi- 
seur a l’un quelconque de ces polynomes et, en particulier, remplacer 
chacun d’eux par son propre reste, dont il ne differe que par un 
multiple du diviseur. 


(') Il est inutile de dire ou gwon retranche, puisque la soustraction peut tou- 
jours étre regardée comme une addition. 
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En particulier, si les deux termes d’une somme sont divisibles par 
un polynome, il en est de méme de la somme. Si un polynome divise 
une somme et l’une de ses parties, le reste de la division de la somme 
et de l’autre partie seront les mémes, puisque, lorsqu’on ne s’occupe 
que du reste, on peut supprimer la premiére partie. Si un polynome 
divise une somme et l’une de ses parties, il divise l’autre. Tout mul- 
tiple @un multiple du diviseur est un multiple de ce diviseur, etc. 

On voit combien toute cette théorie ressemble a la théorie de la 
divisibilité, en Arithmétique : on verra plus tard que l’analogie 
s’étend trés loin. 


d3. Les remarques précédentes permettent, dans bien des cas, de 
simplifier la recherche du reste dans une division. 

Si, par exemple, le diviseur est 2 — a, on remarquera d’abord que 
le reste de la division de 2 par «— a est a, puis qu’on ne change 
pas le reste de la division par « — a d’un polynome quelconque en 
remplacant, dans chacun des monomes qui constituent le polynome, 
chacun des facteurs x par son reste a, c’est-a-dire en remplacant x 
par a dans le polynome; le résultat que lon obtient ainsi est de 
degré o, inférieur au degré 1 du diviseur; c’est donc le reste cherché. 

Supposons que le diviseur soit x*—1, # étant un nombre naturel 
quelconque; le reste de la division de x* par #*—1 est 1; on en 
conclut que le reste de la division par 2*— 1 d’un monome 2” est 2%, 
en désignant par a’ le reste de la division du nombre entier n par a; 
car, si le quotient de cette division est 7, on aura 


GE (TIE FEM n=ag+2, 


et l’on peut, sans changer le reste dans la division de (x%*)?.2% par 
x%—1, remplacer x% par 1; le résultat 2* est de degré inférieur au 
degré du diyiseur. Le reste de la division d’un polynome par x2*— 1 
s’obuent en remplacant, dans chacun des monomes qui constituent le 
dividende, l’exposant de z par le reste que l’on trouve en divisant cet 
exposant par %. En appliquant cette régle au cas ott le dividende 
est z®—1, on reconnait que la condition nécessaire et suffisante 
pour que z"—1 soit exactement divisible par 2%—1 est que le 
nombre naturel 7 soit divisible par z. 

Soit encore a chercher le reste de la division par #?--1 d’un poly- 
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nome A; on yerra au Chapitre VI Vintérét de ce reste. Dans chacun 
des monomes az? qui constituent A, il est permis, quand on ne se 
préoccupe que du reste, de remplacer tels facteurs que lon yeut par 
leurs restes : suivant que p est pair ou impair, est de la forme 2h 
ou 24-+1, on peut regarder z? comme le produit de / facteurs z?, 
ou de & +1 facteurs dont lun est x et dont les autres sont égaux ax? 
puisque —1 est précisément le reste de la division de 2? par w+ 1, 
onremplace chacun des facteurs x? par — 1, c’est-a-dire x? par (—1)4 
ou par (—1)*x,~ou_encore x? par 1, ,—1, —2, suivant que p 
est un multiple de 4, un multiple de 4 augmenté de 1, de 2 ou de 3; 
le reste ne sera pas changé; mais, apres cette opération faite sur tous 
les termes de A, on obtient un résultat qui est au plus du premier 
degré en x; c’est le reste cherché. 

L’opération que l’on vient de décrire s’appelle remplacer x? 
par —1 dans A. La signification qu'il faut donner a ces mots est 
suffisamment éclaircie par ce qui précede. 

Si Pon considére, par exemple, le polynome 


Foi — 8 a> ot — 273 — gra 1, 
on voit que le reste de la division par 2?-++ 1 est 
—7—$2f +1927 +I +1=—4— bz. 


On observera, en passant, que si l’on considére la suite des puis- 


sances successives de x 


FEN in. tO Bi GE ARS A oa 


les restes de la division par z?+-1, a sayoir 


se reproduisent périodiquement de quatre en quatre : cela résulte 
aussi de ce que #4*—1= (x? —1) (@?-+-1) est divisible par 72-1, 
en sorte que le reste de la division par z?-+1 de x est 1, d’ot il suit 
que les restes de la division par #*-++-1 sont les mémes pour 7? et 


eee 


o4. Division par x — a. — Il convient de s’arréter sur le cas ov le 
diviseur est du premier degré en « : s'il est égal a az + 8, on peut, 


DIVISION DES POLYNOMES. [ 


= 
(Se) 


en vertu d’une remarque précédente, le remplacer par x +- P ou 

g 
par z — a@: on vient de voircomment on obtenait le reste de la divi- 
sion d’un polynome par 2 — a; on ya retrouver ce résultat et montrer 
aussi comment on obtient le quotient. 

Soit f(7) = Ayx"-+ A, x”-'-+...+ A, le polynome proposé, que 
lon veut diviser par 2 — a. 

On a vu, au n° 51, comment, lorsque a est nul, le quotient et le 
reste s obtiennent immédiatement. On raméne le cas général a celui-la 
en ordonnant le polynome par rapport aux puissances de z — a; 11 
s’écrit alors 

JS (@) = Ap(@—a)?+Al(e—a)yr3+...+ A), (@—a)+ A}; 


ww) 


on voit de suite que le quotient est 


Aj (@—- a)®-1+- Ay (@—a)r-2+...4+ At, 


et que le reste est A), c’est-a-dire la valeur /(@) que le polynome 
prend pour =a: la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
polynome soit divisible par z — a est qwil s’annule quand on y rem- 
place x par a. 


La valeur du reste s’apercoit aussi bien sur Pidentité fondamentale 
J(2) =(x@—a)Q(xr) +R, 


ot. Q(z) désigne le quotient de la division du polynome f(z) par 
z—aetK le reste. Ce reste, en effet, doit étre de degré 0, puisque 
le diviseur est du premier degré; il ne contient pas x effectivement, 
c’est une constante, dont la valeur f(a@) s’obtient en remplacant x 
par @ dans Videntité précédente. Au fond, ce raisonnement ne differe 
pas de celui qu’on a fait au n° 39. 

Quoique le procédé précédent fournisse l’expression du quotient 
et du reste, il y a lieu d’appliquer une autre méthode, ne fit-ce que 
pour ayoir le quotient ordonné suivant les puissances de x et non 
dex —a. 

Le lecteur pourra, sans difficulté, appliquer simplement la régle de 
la division, il retrouvera ainsi les résultats que je vais obtenir par la 
méthode des coefficients indéterminés. 
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Le quotient doit étre du (nm — 1)ie™e degré; désignons-le par 
Boa?-1+ By x—2-+...+ Bn .x7+ By-, 


et désignons le reste (une constante) par By. By, By, ..., Bri, Ba 
sont des coefficients quil faut déterminer. On y arrive en écrivant 
que le produit du quotient par 7 —a, augmenté de B,,, est identique 
terme a terme au dividende Ajpa?-+ A,x”-!+...+ Ay_,2 + An. 
On trouvera ainsi, en égalant 4 chaque coefficient de ce dividende, 
le coefficient de la méme puissance de x dans le produit, 


By= Ao, 
Bya — By Ane 
B,a— B, Ags 


> &: 
I eay GA I Bye An—1, 


Bis a—B, — INGE 


ces égalités peuvent étre regardées comme des équations qui per- 
mettent de déterminer successivement By, B,, ..., B,-, et B,; on en 


lire 


Bn—-1= Bn-2@ + Ant, 


Brn = Bh-1@+ An; 


on en trerait, tout aussi bien, en général, 


B,= Ajpa’+ Aya’! +,...+A,-14a+ A,, 


r étant l'un quelconque des indices 1, 2, ..., 2; mais cette formule, 
quoique plus explicite, est moins avantageuse dans la pratique que 
les formules précédentes, qui permettent le calcul successif des 
quantités By, By, ---, Bes et Bp, dont chacune s’obtient en multi— 
pliant la précédente par a, et en ajoutant le coefficient correspon- 
dant du dividende. 

Soit, par exemple, a diviser par z — 3 le polynome 


D> —— 9.09 
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Jécris la suite des coefficients, en remplacant par des zéros ceux 
qui manquent 


D5 Ope Ly On 


et je trouve successivement, en appliquant la régle précédente, les 
coefficients du quotient 


elle reste 139 >< 3 — 4 == 407. 

En appliquant ce procédé, le reste doit-étre égal a la valeur du 
dividende pour =a; c’est la meilleure maniére pour calculer la 
valeur exacte d’un polynome pour une valeur donnée de la variable. 

Pour reconnaitre si un polynome est divisible par «+a, ou pour 
faire la division @’un polynome par x +a, on n’aura qu’a changer a 
en — a dans les raisonnements ou les calculs qui précédent. 

a" — a” est toujours divisible par 2 —a; le quotient est égal a 


Zr14- agr-t + ar@gn34... + a" 14 4- ar; 


a” 4+-a?= x2" —a"+ 2a" n'est pas divisible par c—a, le quotient 
est le méme polynome qu’on vient d’écrire et le reste est 2a”. 
z” — a” et divisible par « + a quand n est pair et n’est pas divistble 
quand n est impair; dans les deux cas le quotient est 


er — O72 Q2ar-3 —...+ (— 1)?=2 an-24 (— 1) eae qn-1, 


et, dans le second cas, le reste est — 2a”. 

a”? + a” est divisible par 2+ a quand n est impair et ne lest pas 
quand 7 est pair; le quotient est, dans les deux cas, le polynome que 
Von vient d’écrire et, dans le second cas, le reste est 2 a”. 

Si un polynome est divisible séparément par les binomes x — a, 
z—b,...,“2—l, oi a, 6, ..., l sont des nombres distincts, il est 
divisible par le produit (2 —a)(x— 6)...(x —1) de ces binomes. 

Il suffit de remarquer que le polynome s’annule alors pour les 
nombres différents a, b, ..., 4; des lors la proposition a été démon- 
trée, sous une forme plus complete, au n° 38. 


55. Cas ot les coefficients sont entiers. — Le cas ott, dans une 
division, le diyidende et le diviseur sont des polynomes a coefficients 
enters, offre un intérét particulier. On a alors a sa disposition un 

Ale 


10 
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théoréme qui permet souvent de reconnaitre, sans la pousser jusqu’au 
bout, qu'une division ne peut s’elfectuer exactement, et qui est 
@ailleurs trés utile quand on veut chercher quels sont les polynomes 
a coefficients entiers qui divisent exactement un polynome a coeffi- 
cients entiers. Je vais m/arréter un instant sur ce sujet, ot le lemme 
suivant, relatif a la théorie de la multiplication de deux polynomes, 
est fondamental : 

Le plus grand commun diviseur des coefficients du produit (réduit) 
de deux polynomes (réduits) P, Q, 4 coefficients entiers, est égal au 
produit du plus grand commun diyiseur des coefficients du poly- 
nome P et du plus grand commun diviseur des coefficients du poly- 
nome Q. 

Dans ce numéro, je désignerai sous le nom de polynome priniitif, 
un polynome a coefficients entiers, dont les coefficients n’ont pas 
(autre commun diviseur que 1. 

Je commencerai par établir la proposition suivante : Le produit de 
deux polynomes primitifs P, Q est un polynome primitif. 

Supposons, en effet, que les coefficients du produit (réduit) PQ 
alent un diviseur commun autre que 1; ce diviseur admettra un divi- 
seur premier % qui divisera aussi tous les termes du produit PQ, 
Posons 

JF ee |B Sn Ne Q= Q,+ Qo, 

en désignant par P, l'ensemble des termes de P dont les coefficients 
sont divisibles par a, par Q, ensemble des termes de Q dont les 
coefficients sont divisibles par a; au contraire, aucun terme de P,, ni 
de Qs, west divisible par «. Il y a certainement des termes dans P, 
et dans Qs, car sil n’y avait pas de termes dans Py, par exemple, 
c’est que tous les coefficients du polynome P seraient diyisibles par « : 
le polynome P ne serait pas primitif. 

D’ailleurs, on a identiquement 


PQ = P1Qit Pi Qe+ P2Qi + P2Qe; 


tous les coefficients des termes de P,Q,, P, Qs. P,Q, sont évidem- 
ment divisibles par #; si tous les coefficients du produit réduit PQ 
sont divisibles par a, c’est quil en est de méme des coefficients du 
produit réduit P,Q, puisque chacun de ces coefficients, augmenté 
peut-étre d’un multiple entier de a, proyenant des autres produits 
partiels, fournit un coefficient de PQ. Or, le coefficient du premier 
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terme de P,Q , ordonné suivant les puissances descendantes de x, 
est le produit’ des deux premiers coefficients de P, et de Q 
ordonnés de méme : aucun de ces coefficients n’est divisible par le 
nombre premier 4; leur produit n’est pas divisible par «. Les coeffi- 
cients du produit PQ ne peuvent étre tous divisibles par un nombre 
premier %, ni, par conséquent, par aucun nombre entier, autre que 1. 
Le produit PQ est primiuf, 

La proposition générale se déduit immédiatement du cas particulier 
qu’on vient d’établir. 


2) 


Soient P, Q deux polynomes a coefficients entiers; soient p et 4 
les plus grands communs diviseurs respectifs des coefficients de P 
W@une part, des coefficients de Q d’autre part. En désignant par P’ 


et Q' les deux polynomes a coefficients enters que l’on obtient en 
divisant par p les coefficients de P, par gq les coefficients de Q, on aura 


P=pP, Q=¢Q, PQ=pqP'Q’; 


mais les polynomes P’ et Q’ sont primitifs, puisque, quand on divise 
un groupe de nombres entiers par leur plus grand commun diviseur, 
on obtient comme quotients des nombres entiers qui ont 1 pour plus 
grand commun diviseur. Le polynome P’Q’, lorsqu il est réduit, est 
primitif, comme on vient de le démontrer : les coefficients ont 1 pour 
plus grand commun diyiseur, les produits par pg de ces coefficients, 
ou les coefficients du produit réduit PQ ont done pq pour plus grand 
commun diviseur. 

Voici maintenant quelques conséquences de ce lemme dans la 
théorie de la division. 

Convenons de dire, pour un instant, qu’un polynome A, a coeffi- 
cients entiers, est entiérement divisible par un polynome B a coeffi- 
cients entiers, s'il existe un polynome C, a coefficients entiers, tel 
que Von aitidentiquement A = BC, 

Désignons, en supposant qu'il en soit ainsi, par a, b,c les plus 
erands communs diviseurs respectifs des coefficients de A, des coeffi- 
cients de B, des coefficients de C, en sorte qu’on puisse poser 


NOTING. IB es (211 83", Cis OG, 
en désignant par A’, B’, C'des polynomes primitifs; Pidentité A = BC 


entraine lidentité a A’= bcB'C’; le polynome (réduit) B/C’ est pri- 
mitif comme A’; aest le plus grand commun diviseur des coefficients 
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du polynome aA’, bc est le plus grand commun diviseur des coeffi- 
cients du polynome bcB’C’ qui est idenuque a @ A‘; on a donc 


OCR IN’ ee 13 (C\'c 


Ainsi le nombre & divise le nombre a et le polynome B' divise en- 
tiérement le polynome A’. 

Lorsque B est primitif, b est égal 41, Best idenuque a B’: un 
polynome primitif ne peut done diviser enti¢rement un polynome a 
coefficients entiers, sans diviser entiérement le polynome primitif 
que l'on en déduit en divisant tous ses coefficients par leur plus 
grand commun diviseur. 

Lorsque A est primitif, a est égal a1; les deux nombres naturels 6, 
c, dont le produit est égal a 1, sont certainement tous les deux 
égaux a1. Donc: 

Un polynome primitif ne peut étre entiérement divisible par un 
autre polynome a coefficients enters que si ce dernier est primuilif. 
Alors, le quotient, lui aussi, est primitif. 

Supposons seulement, en désignant toujours par A et B des poly- 
nomes a coefficients entiers, que A soit divisible par B, sans Pétre 
enticrement : le quotient Q sera un polynome a coefficients ration- 
nels, comme il résulte évidemment de Ja facon dont se fait la divi- 
sion ('). 


(1) Les remarques suivyantes, qui ne supposent pas que A soit divisible par B, nous 
seront utiles : 

Désignons par J, le premier coefficient de B; dans chaque division partielle, on a 
a diviser par 8) soit le premier coefficient de A, soit le premier coefficient d’un reste 
partiel, en sorte quwil s’introduit, en général, des coefficients fractionnaires dans le 
quotient : les dénominatears de ces fractions sont des puissances de b,. De pareils 
coefficients fraclionnaires s’introduisent aussi dans le reste. Mais si, avant de faire la 
division, on multiplie A par un nombre convenable a, on peut éviter tous les coeffi- 
cients fractionnaires, tant dans les restes partiels que dans le quotient et le reste 
final. Observons d’abord que le nombre de divisions partielles est au plus égal a la 
différence entre le degré de A et le degré de B, augmentée d’une unité: désignons par p 
cette différence augmentée de 1; multiplions A par 0? et divisons par B; le premier 
terme du quotient est entier et divisible par bP-1; il en est de méme de tous les 
termes du premier reste partiel; le second terme du quotient est entier et divisible 
par bP-?, ainsi que tous les termes du second reste partiel, etc. Le quotient et le 
reste ont maintenant tous leurs coefficients entiers. On peut done prendre « = bP; 
d@ailleurs il peut arriver qu’on atteigne le but en prenant pour « un nombre moindre. 
Dans tous les cas, les restes partiels, le reste final, le quotient de la division de aA 
par B sont les produits par a des restes partiels, du reste final, du quotient de la 
division de A par B, comme il résulte de ’opération méme. 
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En réduisant tous les coefficients au méme dénominateur qg, on 


Q1 


voit que Q peut se mettre sous la forme a ot. Q, désigne un poly- 


nome a coefficients entiers; l’idenuté A=BQ entraine gA = BQ,: 
done B divise entiérement g A. 

Soit maintenant, comme plus haut, a le plus grand commun divi- 
seur des coefficients de A et soit A=aA’; le polynome primitif B 
devant diviser entiérement le polynome ga A’, doit diviser entiére- 
ment le polynome primitif A’ et, a fortiori’, le polynome aA! ou A. 
Donec : 

Si un polynome primitif 4 coefficients entiers divise un polynome A 
a coefficients entiers, les coefficients du quotient doivent étre des 
nombres entiers; si, dans le courant de la division, on est amené a 
écrire, au quotient, comme coefficient, une fraction irréductible, la 
division ne peut se faire exactement. 


56. Extension de la division. — Revenons au cas général. Quand 
on a terminé, conformément aux explications données dans le n° 51, 
la division du polynome A, de degré a, par le polynome B, de degré 6, 
que l’on est parvenu au quotient Q et au reste R, de degré r< 6, on 
peut, si Pon yeut, continuer l’opération, de la méme facon, en intro- 
duisant au quotient un terme de degré négauf 7 — 6, et en suivant 
toujours la méme régle; le nouveau terme du quotient s’obtient en 
divisant le premier terme de R par le premier terme du diviseur, le 
nouveau reste partiel s’obuent en retranchant de KR le produit du 
nouveau terme écrit au quolient par le diviseur, etc. On peut continuer 
et Pon s’arréte quand on yeut : Si Pon désigne par Q’ Pexpression 
écrite alors au quotient, et par R’ l’expression écrite au reste, ona, 
toujours identiquement, A = BQ’-+ RV’, en ce sens que, si lon fait 
la multiplication et laddition indiquée au second membre, comme si 
Pon avait affaire a de véritables polynomes, on retombe sur A. 

Cette identité montre, lorsque B se termine par une constante, non 
nulle, que R’ ne peut étre identiquement nul : si, en effet, R’ était 
identiquement nul, le produit du dernier terme de B par le dernier 
terme de Q’ serait de degré négatif, et devrait étre identique au der- 
nier terme de A. R’ n’étant pas nul, on peut continuer l’opération 
qui, ainsi, ne se termine jamais. 

Je laisse au lecteur le soin de démontrer que l’opération ne peut 
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se lerminer que dans le cas ot! B est de la forme B’z”, B’ étant un 


polynome qui divise exactement A. 


J’ai reproduit ci-dessous une division ainsi continuée. 


e—on7?+34— 1 | Sai Fea 
— +t 3272— @ 2+! e113 ¢—2 
G2 ype= 5 
— 27 3a— 1 
I” — 2 


13— 42-1 


—13+ 39x2%-!— 13 4-? 


Sila — Ome 


au moment ot elle est ainsi arrétée, on est parvenu a Videntité 


a — 97? 4+ 3x —1=(x7?--37+1)(4+1+52e-!+132-?)4 34a71!— 13 2-?; 


je ne veux que faire pressentir ici l’utilité que peuvent présenter de 
pareils calculs, qui apparaitra nettement plus tard. De Vexemple 
qu’on vient de traiter, on peut conclure que, pour toutes les valeurs 
de x qui n’annulent pas 2?— 37-41, ona 


r—9%7 ++ 34"—1 S 3421— 13.4 
or EH 4 54+ 132 + ——___—_; 
LA— SB | goal 
si x est trés grand en valeur absolue, on voit sans peine que la frac- 
tion qui figure dans le second membre est tres petite en valeur ab- 
solue; en sorte que le premier membre aura a peu prés la méme 
valeur que l’expression 


2+i1+5xe-1+ 132-2, 


\ 


plus facile a calculer. Si l’on suppose que la valeur absolue de x soit 
supérieure a 1000, l’erreur sera moindre que 


le premier membre de linégalité précédente est, en effet, plus grand 


que la fraction qu’on yeut évaluer, puisque l’on a remplacé le numé- 
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rateur par un nombre plus grand, le dénominateur par un nombre 
plus petit. 

Lorsque lon effectue une division sur les polynomes A, B ordonnés 
suivant les puissances décroissantes de x, d’apres le procédé que l’on 
a @abord expliqué au n° SI et dont on yient de montrer comment il 
pouvait étre poursuiyi, on peut s’arréter quand on veut, soit avant 
d’étre parvenu au reste proprement dit, soit quand on a fini lopéra- 
tion au sens du n® 51, soit aprés Pavoir poursuivie, lorsque la division 
ne peut se faire exactement : dans tous les cas on parvient, au mo- 
ment ot l’on s’arréte, 4 une identité de la forme A = BQ’+ R’, oti 
les expressions Q!/ et R’ qui figurent respectivement a la place du 
quotient et du reste sont, soit de véritables polynomes, soit de ces 
expressions analogues a des polynomes qui contiennent des termes 
de degré négatif : Q’ et R’ sont aussi ordonnés suivant les puissances 
descendantes de x. Dans le cas ot l’opération peut se poursuivre 
indéfiniment, on peut toujours s’arranger pour que le degré du pre- 
mier terme de R’ soit inférieur a tel nombre enter g, positif, nul ou 
négatif que l’on voudra, inférieur toutefois au degré a de A : imagi- 
nons qu'on s’arréte dés que cette circonstance se présente. 

Soit toujours b le degré de B. Dans le reste partiel qui précédait R’, 
le premier terme était, par hypothése, au moins de degré 9; le dernier 
terme de Q/ a été obtenu en divisant par le premier terme de B le 
premier terme de ce reste partiel : le dernier terme de Q’ est donc 
au moins de.degré ¢ —6: en résumé, si lon se donne le nombre 
entier 6 << @, on peut trouver un polynome ou une expression ana- 
logue R’ dont le premier terme soit de degré inférieur 4 9 et un poly- 
nome ou une expression analogue Q/ dont le dernier terme soit au 
moins de degré 9 — 4, tels que l’on aitidentiquement A = BQ’-+ IV. 

D’un autre cété, si l'on cherche 4 déterminer des expressions Q! 
et R’ qui satisfassent a ces diverses conditions, le raisonnement du 
n° SI montre que les termes de Q! s’obtiennent les uns apres les 
autres dune facon nécessaire. Cela est évyident pour le premier terme 
de Q’ dont le produit par le premier terme de B, étant de degré supé- 
rieur 4 p—b+ b= p, ne peut se réduire avec aucun terme de R’ 
et doit par conséquent reproduire le premier terme de A; c’est a ce 
cas qu’on est toujours ramené par le raisonnement du n° 51, que Pin- 
troduction de termes a degré négatif n’infirme en rien. Q’ est donc 
enticrement déterminé, ainsi que R’= A — BQ’, 
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Il est aisé de voir que la proposition subsiste quand A est divi- 
sible par B, pourvu que l’on ait a> 626. 

Enfin, on voit encore que la division peut se faire de Ja méme fagon 
quand A et B, au lieu d’étre des polynomes ('), sont des expressions 
contenant des termes de degré négauf. La proposition qu’on vient de 
démontrer subsiste, en regardant alors a, b comme les degrés, d’ail- 
leurs positifs ou négatifs, des premiers termes des expressions A, B 
que l’on suppose toujours ordonnées suivant les puissances descen- 
dantes de x. 


§ 3. — POLYNOMES ORDONNES SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES 
DE LA VARIABLE. 


57. Deux polynomes A et B étant donnés, au lieu de les or- 
donner par rapport aux puissances décroissantes de la variable, et de 
les diviser d’aprés la regle du n° 51, étendue, si l'on veut, comme on 
vient de lexpliquer, on peut les ordonner par rapport aux puissances 
croissantes de la variable et faire la division de maniére a obtenir les 
quotients et les restes partiels ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de x. 

Pour simplifier un peu, je supposerai que le premier terme de B 
soit une constante. 

Le premier terme qu’on écrit au quotient s’obtient en divisant le pre- 
mier terme de A par le premier terme de B; on retranche ensuite de A 
le produit par B du terme écrit au quotient; on obtient ainsi le premier 
reste partiel, dont le premier terme est de degré supérieur au degré 
du premier terme de A; le premier terme de ce reste partiel, divisé 
par le premier terme de B, fournit le second terme qu’on écrit au 
quotient; on retranche ensuite du reste partiel le produit par B du 
second terme écrit au quotient; on obtient ainsi le second reste 


(1) En se bornant au cas ot A, B sont des polynomes, on peut procéder un peu 
autrement, de facon a éviter, dans le courant de l’opération, les termes 4 exposants 
négalifs. On multiplie d’abord A par 2”, m étant un nombre naturel arbitraire, puis 
on fait la division par B du polynome Aw” par la régle ordinaire, de maniére a par- 
venir a l’identité 

Nao = BOT ena 


ou R, commence par un terme de degré inférieur au degré de B; on divise ensuite 
chaque terme de Q, et de R, par x”. L’analogie avec l’opération d’arithmétique qui 
consiste a réduire en fraction décimale une fraction ordinaire est évidente. 
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partiel, et lon continue de la méme facon, aussi longtemps qu’on 
le veut, pourvu toutefois qu’on ne rencontre pas de reste nul. 

Les degrés des premiers termes des restes paruiels vont en aug- 
mentant a chaque fois d’une unité au moins, ainsi que les degrés des 
termes que lon écrit successivement au quotient: au moment ot |’on 
arréte l'opération, on a, en désignant par Q le polynome écrit au 
quotient, par R le polynome écrit au reste, Pidentité A = BO + R; 
dans le cas ou l’opération ne se termine pas, on peut s’arranger pour 
que le degré du premier terme de R dépasse tel nombre entier p que 
l'on voudra; imaginons, en supposant toutefois ¢ supérieur au degré « 
du premier terme de A, que l’on s’arréte dés que cette circonstance 
se présente; alors le degré du premier terme du reste partiel qui pré- 
cédait R était inférieur ou égal a p, il en est donc de méme du der- 
nier terme de Q obtenu en divisant le premier terme de ce reste par- 
tiel par le premier terme de B, qui est une constante. 

On peut donc alors, sil’on se donne le nombre entier p > a, trouver 
deux polynomes Q, R tels que le premier terme de R soit de degré 
supérieur a, que le dernier terme de Q soit de degré inférieur ou 
égal ao, tels enfin que l’on ait identiquement A= BQ +R. Si lon 
se propose maintenant de déterminer les polynomes Q, RK satisfaisant 
a ces diverses conditions, on reconnait que le probleme n’admet 
qu'une solution : il suffit de reprendre, comme tout a l’heure, le rai- 
sonnement du n° 51, mais en faisant porter ce raisonnement sur les 
termes du plus bas degré au lieu de le faire porter sur les termes du 
plus haut degré, on voit que les termes de Q se déterminent les uns 
apres les autres, d’une facon nécessaire. 

On a reproduit ci-dessous une division effectuée de la fagon qu’on 


vient d’expliquer. 


3—227+ #°— w3 | ae 2a 
—3+32—627? 3 +4 —4x?— 723 
x2—5xn%>— gw 


— a 0 19 78 


— 4xr?— 323 
4x?—4x3+ 8axt 


— 72> 4-8 at 
+ 7x23—7art+ 1445 


c+ 14a 
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Au moment ot lon s’est arrété, le polynome écrit au quotient 
est3 + %2—4x?— 7x et le reste 4x +142*; ona Videntité 


3— 27+ 2°2—2=(1—%4£+4 29) (3 +a—47?—723) + vt 142°. 
On en conclut, par exemple, que pour toutes les yaleurs de 2, qui 
n’annulent pas le diviseur, on a 


3—2r7+ 727— x vi thar 


=3 +2 —42?—723 = ——_—_; 
1—- % + 22? 


pour les valeurs de 2 voisines de o, la fraction qui figure dans le 
second membre est trés petite en valeur absolue, en sorte qu’on 
commet une faible erreur si, au lieu de calculer le premier membre, 
on calcule la valeur du polynome 3+ 2—4x2?—72x?. Si, par 
exemple, on suppose la valeur absolue x de z moindre que =, 


erreur sera moindre que 


I 14 
108 1019 y 
I D 108 
—— 2A ee aa 
102 10% 


Si lon divise 1 par 1— x par ce procédé, on paryient a Videnuté 
T=('+%74+ 7294+,..+4")(1—@7)+ x1, 


ou, si Von veut, 


[ gn+l 
x = ee + oo : 
i =F if =a 
de méme 
if : girl 
=I— & + w+... (— 1)? + (— 1) . 
1+ & (i= 


Il n’est pas inutile de remarquer que si, dans une pareille division, 
on veut obtenir les termes qui, dans le quotient, sont de degré infé- 
rieur ou égal an, on peut, dans le dividende et dans le diviseur, 
négliger les termes de degré supérieur a mn, qui n’interviennent pas 
dans l’opération ainsi limitée. 

Les polynomes A et B étant ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de x, la division de A par B, effectuée par le procédé 
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qu’on vient d’expliquer, ne se termine (on ne peut trouver un reste 
nul) que sil existe un polynome Q tel que l’on ait A = BQ; récipro- 
quement, s'il existe un tel polynome Q, on le trouvera nécessairement 
par le procédé précédent : le méme raisonnement qu’au n° 51 montre 
que les termes de ce polynome doivent s’obtenir Pun apres l'autre par 
le procédé qu’on vient d’indiquer, et cela d’une facon nécessaire 

lopération se terminera quand on sera amené a écrire au quotient un 
terme dont le degré sera égal a la différence entre les degrés de A et 
de B:il devra étre égal au quotient du dernier terme de A par le 
dernier terme de B et le reste correspondant doit étre nul. Si quel- 
qu'une de ces conditions n’est pas vérifiée, Popération peut se conti- 


nuer indéfiniment. 


§ 4. — POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 


58. Dans tout le cours de ce Chapitre, on aregardé les coefficients 
du diyidende et du diyiseur comme des nombres, mais cette suppo- 
sition nest pas nécessaire pour effectuer, par exemple, les calculs 
décrits au n° dl. 

Supposons maintenant que A, B soient des polynomes a ‘plusieurs 
variables; on dira que le polynome A est divisible par le polynome B, 
s'il existe un polynome C tel que V’on ait identiquement A = BC. 
La méthode du n° 51 permet toujours de reconnaitre s’il en est ainsi, 
et de trouver le polynome C. 

Placons-nous d’abord dans le cas ot A, B sont des polynomes 
a deux variables 2, y; rien n’empéche d’ordonner les polynomes A, 
B suivant les puissances décroissantes de x, et dimaginer que C soit 
ordonné de la méme facon; les polynomes A, B, C apparaitront ainsi 
comme des polynomes en x dont les coefficients seraient des poly- 
nomes en y. 

Supposons que l’on ait identiquement A = BC; le coefficient de la 
plus haute puissance de dans A doit étre idenuquement égal au 
produit des coefficients des plus hautes puissances de x dans B et 
dans C; le coefficient de la plus haute puissance de x dans C s’ob- 
tiendra donc en divisant le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans A, par le coefficient de la plus haute puissance de # dans B: on 


aa diviser Pun par l'autre deux polynomes en y, opération que lon 
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sait faire : la division doit se faire exactement; on obtent ainsi le 
premier terme de C: c’est le produit du coefficient qu’on vient de cal- 
culer par une puissance de a dont l’exposant est la différence des 
degrés des plus hautes puissances de w dans A et dans B. On retranche 
ensuite de A le produit de B par le premier terme de C, on obtient le 
reste partiel, sur lequel on raisonne comme sur A. Chaque terme de C 
se détermine ainsi d’une facon nécessaire; a chaque division partielle, 
la division du polynome en y qui constitue le coefficient de la plus 
haute puissance de x, par le polynome en y qui constitue le premier 
coefficient de B, doit se faire exactement. Enfin lopération doit se 
terminer avant que l’on ne trouye un reste dont le degré en x soit 
inférieur au degré de B, en 2. Autrement A west pas divisible par B. 
Deux polynomes a deux yariables étant donnés, on sail reconnaitre s1 
le premier est divisible par le second. Du cas de deux variables, on 
passe successivemenlt au cas de trois, quatre, ..., variables. 

Dans ce qui suit, je ne suppose plus que le polynome A soit divi- 
sible par le polynome B. Pour simplifier l’écriture, je raisonnerai sur 
des polynomes a trois variables x, vy, 3; mais les raisonnements s’ap- 
pliqueront sans difficulté quel que soit le nombre des variables. 

Quels que soient les polynomes A, B, en x, vy, 2, on peut toujours 
les ordonner par rapport aux puissances décroissantes de x; les coef- 
ficients des diverses puissances de a (parmi lesquels on range le terme 
indépendant de «, le coefficient de 2°) sont des polynomes en y, 3; 
rien n’empeéche de faire sur A et B, regardés comme des polynomes 
en x, les caleuls indiqués au n° 51; ces calculs conduiront a une rela- 
tion de la forme A = BQ + R, ot Q et R auront la forme de poly- 
nomes en x dont les coefficients seraient, en général, des fracuuons 
dont les termes sont des polynomes en y, z: les dénominateurs de 
ces fractions seront, en général, des puissances de ce polynome 
en y, = qui est le coefficient de la plus haute puissance de x dans B. 
Le plus haut degré de g dans R sera inférieur au degré, en 2, du 
polynome B. La relation A=BQ-+ R aura lieu quelles que soient 
la valeur numérique de zx et les valeurs numériques de yv, 3, pourvu 
que ces derniéres n’annulent pas le coefficient de la plus haute puis- 
sance de x dans B. 

Les calculs se simplifient dans un cas auquel je vais maintenant me 
limiter, celui ot le coefficient de la plus haute puissance de x, dans B, 
au lieu d’étre un polynome en y, z, se réduit 4 une constante numé- 
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rique. Dans ce cas, les calculs n’introduisent en dénominateur aucun 
polynome en y, 5 et, dans lidenuté A= BQ +R, a laquelle on 
parvient, Q et R sont de véritables polynomes en x, 7, 3; les raison- 
nements du n° df s’appliquent sans difficulté pour proaver qu’ils sont 
les seuls polynomes dont le second soit, en x, de degré inférieur au 
degré de B qui satisfassent a cette identité : dans ce cas, la condi- 
tion pour que A soit divisible par B est évidente : R doit étre iden- 
tiquement nul. 

Si, en particulier, on suppose que B soit de la forme x — a, a étant 
un polynome en y, z, le polynome R ne devra plus contenir x, ce 
sera un polynome en y, 3 et le méme raisonnement qu’au n° 53 
montre que ce polynome s’obtient en remplacant x par a@ dans A. Si 
le résultat est identiquement nul en y, z, ..., et seulement dans ce 
cas, A sera divisible par 2 — a. Plus particuliérement, la condition 
nécessaire et suffisante pour que le polynome A (en x, y, 5) soit 
divisible par x — y est que le polynome en 9’, z, ..., que l’on ohtient 
en remplacant x par y dans A, soit identiquement nul. 

Supposons que le polynome A s’annule identiquement quand on 
remplace x soit par y, soit par z, ou encore quand on remplace y 
par z. Puisqu’il s’annule quand on remplace x par y, il est di- 
visible par z — vy, et l'on peut poser A= (2 — vy) Ay. en désignant 
par A, un polynome en 2, y, z dont le produit par 2 — y est iden- 
tiquement égal a A; si, dams lidentité précédente, on remplace y 
par z, le premier membre est identiquement nul; le produit de y— 
par le polynome Aj (en x, 3) que l’on obtient en remplacant dans A, 
y par s est donc identiquement nul; il faut, pour cela, que Aj soit 
identiquement nul et, par suite, que A, soit divisible par y — 3; on 
peut alors poser Ay = (y — 3) Ao, Ag étant un polynome en z, y, 5. 
Le raisonnement précédent prouve d’ailleurs que A, s’annule iden- 


tiquement quand on remplace z par x; il en résulte que A, est divi- 
sible par z— x, et que l’on peut poser Ay = (s— zx)A,; des iden- 
tités 

A=(r%—y)Aj, A,=(y —3)Ag, g=(3—2)Az, 


il résulte qu’on a identiquement 
A=(@#—y)(y—4)(5—2@)As3; 


ainsi A est divisible par le produit (x — v) (vy —3)(s— 2). 
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Dune facon générale : siun polynome ar variables deyient iden- 
tiquement nul quand on suppose que deux quelconques de ces 
variables soient égales, il est divisible par le produit de toutes: les 


différences entre deux quelconques de ces variables. 


EXERCICES. 


45. Vérifier que, si dans le polynome 23+ 22—2%—1 on remplace & 
par 2? — 2, le polynome du sixiéme degré que lon obtient ainsi est divisible 
par @4- 7?— 2% —1. 

Démontrer que si ’on forme la suite des polynomes 

Gi, £22, (v2—9)2—9 ...5 
dont chacun s’obtient en remplacant dans le précédent x par #*— 2, et que 
Yon divise ces polynomes par 23-+- v?— 2.7 —1, les restes se reproduisent pé- 
riodiquement de trois en trois. 


46. Déterminer a: 1° de facon que les deux racines de ’équation 22 —x#+a=o0 
vérifient la condition 2+t— 223+ 22+ 2” +1— a? > 0; 2° de facon que la plus 
grande de ces deux racines vérifie seule cette inégalité. 


47. Tout polynome qui prend des yaleurs égales quand on y remplace & par 
les nombres inégaux @,, @3, ..., A, est de la forme 


Q(x4—a,)(@— ay)...(@ —ay,) +R, 
ou R est une constante. 
48. Calculer les valeurs que prend le polynome 


5 , E I 
1673 — »0n3+ 5a — - 
2 


quand on y remplace # par une des racines de sa dérivée. 


49. Effectuer la division du polynome na”’—(n-+1)xr%—+1, ol n désigne 
un nombre naturel, par (@—1)?. 


50. Soient A, B, C, P des polynomes; si lon divise P par A (au sens du 
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n° 51), puis le quotient par B, puis le quotient par C, on trouvera le méme 
quotient final qu’en divisant P par le produit ABC, 


51. Montrer que si P = #”+ a,x"—-1+-...+ a, est un polynome donné de 
degré 7m, on peut mettre, et cela d'une seule fagon, un polynome quelconque f(a) 
sous la forme Ay+ A, P + A, P?+-..., ot Ao, Ay, Ae, ... sont des polynomes 
en 2 de degré moindre que rz. En supposant que le polynome f(a) ait été mis 
sous cette forme, quel est le quotient et quel est le reste de la division de f(x) 
par P? 

Pour obtenir Jes polynomes Ao, Ay, Ag, ..., on peut procéder comme il 
suit : partant de Videntité 


(1) oh = — Ae — an, er—2— ,..— an + RP, 


on en conclut, en multipliant par # et en remplacant, dans ie second 
membre, 2” par le second membre de lidentité (1), 


xNT1 = (aj— ay) x"! + (a, ag— a3) v7 +... + Pa; 


multipliant encore par z et remplacant toujours x”, dans le second membre, 
pac — @2"—!— ayx" 2 — .,., ..., on voit qu’on obtient aisément les expres- 
sions de #”, gti, art2, ..., puis de f(z) sous la forme désirée. Les-calculs 
se simplifient si Pon yeut seulement avoir le reste de la division de f(z) 
par P; on remplace alors partout P par 0; les calculs sont indiqués ci-dessous 
en supposant P = #2—a+1, f(v7) =x'—27'+ 34'— 73+ 4? —1; le signe = 
yeut dire que les deux membres que séparent ce signe sont identiques, a un 
multiple prés de P. 


rP=xr—t, i vt =— 2, w=—xr+t, e=T, 


flv) =t—2(—# +1)+3(-- 4%) +1+4— 


ll 
| 
i) 


52. Déterminer les coefficients Ay, Ag, A3, ... d'un polynome 
f(a) = ar+ Aya + Agwr?2+...+ A, 


qui soit exactement divisible par sa dérivée. ; 
Le quotient ne peut étre que du premier degré; on peut le mettre sous la, 


forme ~(@ + a); Videntité 
IN) = (GR wad) ip (8A) 
permet ensuite de trouver les coefficients A,, Az, ... : on trouve ainsi 
WA) ee 


53. On se donne la suite des nombres a, 4, @, .... Montrer quun poly- 
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nome donné f(x) peut se mettre, et cela d’une seule fagon, sous la forme 
Ag+ Ay (@— ay) + Ag(a@— ay) (w@— a4) +...+ An(@—a) (@—a1).. .(©—An-1), 


ot Ao, Ay, ..., An désignent des constantes et n le degré de f(a): Ao est le 
reste de la division de f(a) par x — ap: si f(a) est le quotient de cette divi- 
sion, Ay est le reste de la division de f;(a#) par 2 —ay, etc.... Ceci ne sup- 
pose pas que les nombres @, a2, @3, ... soient distincts. 

Si l’on se donne les nombres distincts @, @1, @2, ..-; @n, On peut calculer 
Ao, Ai, .--, An sachant que le polynome f(x) est au plus du degré n et 
connaissant les valeuxs_quil prend pour 7=a@, % =a), ..., =a. En 
supposant p<v7, les coefficients Ao, Ay, ..., Ap ne dépendent que de a, 
a1, ..., @p et des valeurs correspondantes du polynome. 

Trouver un polynome de degré au plus égal a 3 qui prenne la méme valeur 

I 


= I 
que Vx pour x 0, @ cet) Ue ie xv I. 


54. Montrer que le polynome 
oats Zar ODA RE a Za SRO Vi 


ou mest un nombre naturel, est divisible par le produit (vy — 3)(s— a) (x—y); 
trouver le quotient pour n= 2, n= 3. 


55. Montrer que le polynome 23 + y3+ 23 — 3a@yz est divisible par #2 +y-+ 4. 
Trouver le quotient. 

Le polynome proposé peut-il s’annuler pour des valeurs de x, vy, 5 qui ne 
vérifient pas la condition «-+ y+ 3 =0? 


56. Si les deux polynomes f(2, vy), g(#, y) deviennent identiques a un 
facteur constant prés quand on y remplace y par ax + 3b, il existe une con- 
stante & et un polynome h(a, y) tels que lon ait identiquement 


I(@, y)—kg (at, y)=(y — ae — b) h(a, y). 


57. Diviser 1 par (t— 2)? en ordonnant par rapport aux puissances crois~ 
santes de x et en s’arrétant, au quotient, au terme en 2”. 


58. Effectuer la division de 1 — abz? par 1— (a+ b)x% + aba? en ordonnant 
par rapport aux puissances croissantes de # et en s’arrétant, au quotient, au 
terme en x@”. 

On trouve, pour le quotient, 


I+ (a+ b)x7 + (a+ 6?)a2+...+ (ars br)an 
et, pour le reste, 


ont ie = ba)arth See ax) b"+1), 
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59. Effectuer la division de 1 #? par t-— 2.2 cos0 + 2? en ordonnant par 
rapport aux puissances croissantes de xz et en s’arrétant au quotient, au terme 
en 2”. 

On trouve, pour le quotient, 


I-+22c0s8+ 922 cos20+...+27”"cosnd 


et, pour le reste, 


2a"! Cos(n +1) —2x7"+2 cosnO. 


Montrer que lon a 


. 1 
sin(7 + 4)9 
++ cos) + cos26+...+cosn§d= SEEN . 

sin; 9 

60. Effectuer la division de cosa — x cos(a— 9) par 1— 2x7 cos) + x en 
ordonnant par rapport aux puissances croissantes de # et en sarrétant, au 
quotient, au terme en 2”, 


On trouve, pour le quotient, 


cos% + x2 cos(a+0)+ x? cos(a+20)+...+ 2” cos(4+ nO) 


et, pour le reste, 


a! cos[a —- (2 -+1)0] — a+? cos(a + 74). - 


Déduire de la des expressions simples de 


cos% + cos(4 +6) + cos(a+280)+...4+ cos(a+n0), 

cosa — cos(%-+ 6) + cos(a + 26) —...+(—1)”? cos(a+ 79), 

sing + sin(a+94)+sin(#+20)+...+ sin (a+ 70), 

sinz — sin(a+6)+sin(a+20)—...+(—1)”sin(a+ 76). 
——coo—— 


CHAPITRE IV. 


DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


§ 4. — ETUDE D'UNE FRACTION RATIONNELLE EN w 
POUR LES VALEURS DE x VOISINES D'UNE VALEUR DONNEE. 


59. On appelle fraction rationnelle en x une fraction dont les deux 
termes sont deux polynomes ena. La valeur d’une telle fraction pour 
x= x, nest définie que si 2 n’annule pas le dénominateur. 

Si 2) n’annule pas le dénominateur, et si l'on donne a & des valeurs 
trés voisines de 2, le numérateur et le dénominateur prendront, 
comme on l’a yu au Chapitre II, des valeurs trés voisines de celles 
qwils prennent pour 2 = #9; or, en général, quand les deux termes 
d’une fraction varient tres peu, la valeur de la fraction yarie tres 
peu; on préyoit qu’une fraction rationnelle doit étre une fonction 
continue de x pour les valeurs qui n’annulent pas le dénominateur. 
Il convient d’ailleurs de préciser ceci, afin d’éviter stirement les va- 
leurs exceptionnelles : on y parviendra en faisant pour les fractions 
rationnelles la méme étude qu’on a faite pour les polynomes; on y 
gagnera d’ailleurs le moyen d’avoir des expressions approchées de la 
fraction, de reconnaitre si elle est croissante ou décroissante, etc. 

Supposons d’abord qu’il s’agisse de valeurs de w voisines de 0; on 
ordonnera le numérateur et le dénominateur suivant les puissances 
ascendantes de zx. 

Si le dénominateur de la fraction n’est pas nul ponr «=o, la 
valeur de la fraction, quand x est suffisamment voisin de 0, reste 
moindre, en valeur absolue, qu’un nombre positf fixe qu’il est facile 
Vévaluer. C’est ce qu’on exprime bri¢vement en disant que la frac- 
tion reste bornée pour les valeurs de 2 qui sont voisines de o. 

Considérons par exemple la fraction 


2+ 32% —Ixe3— 7x 
—3+4r7—622+ x3 
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On choisira un nombre positifa plus peut que la valeur absolue du 
premier terme — 3 du dénominateur; puis on déterminera un nombre 
positif @ tel que la condition | z|< @ entraine Vinégalité 


| 4e—62?+ 23 |< a. 


Le dénominateur ne pourra pas s’annuler et sera plus grand, en 
valeur absolue, que 3 — ; le numérateur sera plus petit, en valeur 
absolue, que 2+ 34+ 5403+ 7244, et la valeur de la fraction plus 
petite, en valeur absolue, que 


DY Se Neds Sieh leh 


2; 
3—4 


pourvu que & soit moindre que {, en valeur absolue. 


. yy 
Si, par exemple, on prend « = 2, on pourra prendre 8 = — et étre 
) ’ | ) i Tn 
sir que la fraction, pourvu que x soit moindre en valeur absolue que 


2 5 5 
+; sera certainement moindre en valeur absolue que 


6 4o 11) 
ele 114 


t 


Ceci posé, si Pon veut étudier, pour les valeurs voisines de 0, une 


fraction rationnelle ® dont les deux termes sont des polynomes 


ordonnés suivant les puissances ascendantes de 2, 


A= A) + Q0+ a,x? +..., 


B=6,+0%24+ 6,22+..., 


dans le second desquels on suppose essentiellement que 69 ne soit 
pas nul, on effectuera la division de A par B, au sens du n° 57; on 


trouvera un quotient 


Q=cotyv+C2,xH7+... 


ordonné par rapport aux puissances croissantes de # et un reste R 
dans lequel on pourra mettre en facteur une certaine puissance de x, 
a"*' par exemple, et que l’on pourra écrire sous la forme Sa”*', en 
désignant par 5 un polynome. Q sera d’un degré au plus égal an et Pon 
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aura 
A=BQ+Sze"+!, 


puis, pour toutes les valeurs de # qui n’annulent pas B, 


A S NS) 
1 7. 1 1 2 aes ! 
a aie ' pe” =Cyot CU + Cox Gece ae 


Pour les valeurs de x suffisamment voisines de o, la fraction ration- 


S ; ; 
nelle 5’ dont le dénominateur ne s’annule pas pour z= 0, reste 


moindre en valeur absolue qu’un nombre positif fixe. Pour ces valeurs 
le second membre a done cette forme qui ne differe que par le der- 
nier terme d’un polynome de degré n +1, sur laquelle on a apppelé 
Vattention au n° 32 ('); pour 2 =o le dernier membre est égal a co; 
pour les valeurs de # voisines de o, il est voisin de cy; pour # =o, 
au point de vue de la variation, il se comporte comme le premier des 
termes ¢, 2%, C227, C3”°, ..., €nx" qui n’a pas un coefficient nul. 


Ona d’ailleurs 


ao ay by— an, 
Co= >? QS SS op eS sceen) 


by 


La fraction rationnelle proposée est continue pour x == 0, c’est-a- 
. . ces t 
dire quelle reste aussi yoisine qu’on veut de la valeur re quelle 
0 
prend pour 7 = 0, pourvu que x reste suffisamment voisin de o. 


Les polynomes Co, Cy) -+ €, 2%, Co + ¢,% + Cox”, ... fournissent des 
A ; 

Rp et Von a le moyen de cal- 

> 

culer une limite de Verreur que l’on commet en substituant lune 


expressions approchées de la fraction 


delles a la fraction. 
Si Pon considére, par exemple, la fraction 
I—xr7+x3 : —2+ 57 —2x? 


eS ae : ms 
OS eae 1— 247+ 23 


on voit d’abord que le dénominateur n’est pas nul si lon suppose 


~ 


; eae 
(*) Il résulte de la note du n° 32 que la fraction F ne peut se mettre sous cette 


forme que d’une seule facon, quand on se donne le nombre n. 
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ue 
Wee Ws si lon suppose x plus petit que 0,1 en valeur absolue, 


la fraction 
—2+547—27? 


I— 2724 x 


2+ 0,5 + 0,002 


sera moindre que <<. 3, en valeur absolue; l’erreur 


VS O50), —— O)COK0}3) 
commise en remplacant la fraction proposée par 1— «+ 2.x? sera 
moindre que 0,003. Pour x = 0, cette fraction est égale a 1, elle est 
décroissante, puisque — x est décroissant. 

Si Pon considére la portion correspondante a de petites abscisses 


I G+ 2x3 


I— 2472+ x 


de la courbe définie par Péquation = > on reconnait 


quelle passe par le point de l’axe des y dont ’ordonnée est 1, et que 
la tangente en ce point a pour équation y —=1— x (comme on le voit 
sans peine par un raisonnement analogue a celui du n° 31); lacourbe est 
au-dessus de sa tangente; dans le voisinage du point de contact, elle se 
confond presque avec la parabole définie par l’équation y==1— «+ 22, 


5 2 : ING a 
Le cas ot le numérateur de la fraction 7S annule pour 2 = 0, sans 


que le dénominateur s’annule, est compris dans ce qui précéde; il 
convient de remarquer alors que la fraction est nulle pour 2 = 0, et 
que c’est le monome obtenu en divisant le premier terme de A par le 
premier terme de B qui renseigne sur le signe de la fraction, pour les 
petites valeurs de x, et sur le sens de la variation. 

2? — 5 ao 


e 5 » . Die 
Ainsi la fracuion — 


=z 8€ Comporte, pour « trés petit en valeur 
— 274 


3) . . j 
absolue, comme 5 x*; elle est croissante pour 2 = 0, du méme signe 
J 


que xz, pour les valeurs de x voisines de o. 
De ee Das Tie : 
Les polynomes ge 9 t ... sont des expressions appro- 
‘ JI 
chées de cette fraction. 


60. Examinons maintenant le cas ott le dénominateur B-s’annule 
pour z = 0, et supposons d’abord que le numérateur ne s’annule pas. 


En posant comme plus haut A = a)+ @, 2% + a,2?-+..., @ devra 
étre supposé différent de o, Au contraire, B commencera par un terme 
contenant une certaine puissance de # que on pourra mettre en fac- 
teur; en d’autres termes, on pourra mettre B sous la forme B= B'a’, 
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ot B= b)+ b,a2-+ b.42+... est un polynome en x qui ne s’annule 


pas pour 2 = o. 

Je suppose qu’on fasse la division de A par B’en s’arrétant dés que 
le reste est divisible par x”; la partie écrite au quotient sera alors un 
polynome de degré 7 —1 au plus, et Pon parviendra a une identité 


de la forme 
A= BQ + Sar; 


ou O=cot ey, X Keo? +.-..4+¢C2127' est un polynome en Zz, 
aC a ; . ~ 
dans lequel le premier terme ¢y)= re nest pas nul, et ot S est un 
0 
polynome en x; on en conclura 


A A I I [ an mee I S 
= — | i | D OOo — i 
0) Baa ae Rr “| ie C2 xr? PUES a A 


(on parviendrait d’ailleurs tout aussi bien a cette identité en faisant 
directement Ja division de A par B, quitte 4 introduire des termes de 
degré négatif, on s’arréte alors dés que le premier terme du reste est 
de degré nul ou positif). 


L’égalité précédente suppose que x ne soit pas nul; il est d’ailleurs 


clair que la fraction proposée n’a pas de sens pour » 


0; on se pro- 
pose seulement de reconnaitre comment elle se comporte pour des 
valeurs de x voisines de 0; dans ces conditions, B/ n’est pas nul, et 
b) ’) o) ») 
we : A 3 , S 
pouryu que x reste suffisamment pres de o, la fraction rationnelle BR” 
> 
dont le dénominateur n’est pas nul pour 2 = 0, reste aussi voisine 
qu’on le veut de la valeur qu’elle prend pour 7 =o. 


SiG A) J 5 4 
Si l’on pose — = 2, l’expression 
DP 
I : J : I 
Co oT Eas i Tac oom i es 


prend la forme 


(Ze) = HP SE Ong? Ses not Bp Ae 


C’est un polynome en z, de degré r, ordonné suivant les puissances 
descendantes de s et ne contenant pas de terme constant. 

Quand & est peut en valeur absolue, s est grand en valeur absolue ; 
il en est de méme du polynome P(z), lequel est alors du signe de 


A 


B 


, ] . Cre ane Fe : : 
son premier terme Cy) 2"= 3 il en est de méme de la fraction 
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Pourvu que 2 soit assez grand, en valeur absolue, ou, ce qui revient 
au méme, pourvu que & soit suffisamment voisin de o, la valeur 
absolue de P(z) est aussi grande qu’on le veut. I] en est de méme de 


la fraction c’est ce qu’on exprime en disant que cette fraction 


A . 
B? 
devient infinie quand x tend vers o (on dit aussi, plus brievement, 
qu'elle est infinie pour z = 0). 
Quant au signe, tout dépend de la parité de r et du signe de cy. 
Supposons 7 impair; si Cp est positif, la fraction est négative pour 
0 i 5) co) | 
x négatif, positive pour x positif; on dit que, x croissant, elle passe, 
pour «= 0, de —#2a-+o. Si cy est négatif, elle passe, au contraire, 
Ge 2 cera == Gop 
Lorsque 7 est pair, la fraction, pour des valeurs de x voisines deo, 
| ’ »p ) 
est du signe de co, que x soit positif ou négatif. On dit qu’elle passe 
par + % ou — oo suivant que cy est positif ou négatif. 
Considérons, par exemple, la fracuion 


NES ott fa 1 2 2 2 


I— a) #8 x? x ta 


Cae 
Lorsque x est trés petit en valeur absolue, y est tres grand en valeur 
absolue; le point de coordonnées x, vy est tres prés de l’axe des y, tres 


ou Ja courbe définie par l’équation y = 


Fig. 19. 


NY, 


loin de l’axe des x; la courbe, quand & est voisin de o, offre une dis- 
position analogue a celle qu’indique la figure. Elle présente deux 
branches infinies, dont on dit qu’elles suat asymptotes a l’axe des y, 
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Pune vers le bas, 4 gauche de l’axe des y, l'autre vers le haut, a 
droite : en disant qu’une branche de courbe est infinie, on entend 
quelle comporte des points dont l'une des coordonnées, au moins, 
est aussi grande qu’on le veut, en valeur absolue; en disant qu’une 
branche infinie est asymptote a une droite, on entend que ses points 
se rapprochent autant que l’on veut de cette droite, pourvu que leurs 
coordonnées, ou |’une au moins de leurs coordonnées, soient suffi- 
samment grandes en valeur absolue. 


% 


On aura une disposition analogue, dans le cas général, pour les 


Fig. 20. 


valeurs de x voisines de 0, siv est impair et si Cy est positif; si 7 est 
impair et cy négatif, la disposition sera celle de la figure ci-dessus. 


Fig. 21. Fig. 22. 
af 
NG 
ae 
fe) x ie) Xx 


Si 7 est pair, on aura lune ou l’autre des dispositions ci-dessus, 


suivant que Cy est positif ou négauf. 
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61. Revenons au cas général et a l’égalité (1) du numéro précédent; 
la différence 


A I I [ 
2G G ais é 
B oer 1 rt x 


B 


pas pour 2 =o et qui, ainsi, est une fonction continue de x pour 


Pe x . : ‘S) ; : ; 
est égale a la fraction rationnelle —, dont le dénominateur ne s’annule 


xz =o. La différence précédente n’a pas, par elle-méme, de sens pour 
«= 0, mais il suffit de lui attribuer, pour 7 = 0, la valeur que prend, 


é S r ‘ < 
pour x = 0, la fraction Rr’ pour qu'elle devienne une fonction con- 


Unue dea, pour @== 0. 
Ainsi, dans l’exemple traité un peu plus haut, la différence 


i+ Zz i 2, 2 


zw1—2Z) GOS Tee 46 


égale (sauf pour.z = 0) a la fraction —, tend vers 2 quand z tend 


vers 03; si, pour x = 0, on lui attribue la valeur 2, elle devient, pour 
x = 0, une fonction continue de x. 
En écrivant 


eit T 2, 2 2, 


ae { 1 = 
T T T , 


we (a) een) ae ee Il 


on a décomposé le premier membre en deux parties, dont Pune, le 


I 
polynome en — sans terme constant 
x 


est la partie de la fraction qui devient infinie quand x tend vers o, dont 
Pautre partie, dans les mémes conditions, reste bornée et tend vers 2. 

Il est clair que cette partie de la fraction rationnelle qui devient 
ainsi infinie est la plus importante a considérer pour les valeurs de x 
voisines de o; en en substituant la valeur a celle de la fraction, on ne 
commet qu'une faible erreur relative, et c’est pour cela que }’ai sup- 
posé la division de A par B! arrétée au moment oti on avait obtenu 
cette partie. On peut, dailleurs, si cela est utile, pousser la division 
plus loin, de maniére 4 obtenir des expressions de plus en plus rap- 
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prochées de la fraction. Je n’insiste pas sur ce sujet, qui a été suffisam- 
ment éclairci. 

Les explications qui précédent permettent d’énoncer la proposition 
suivante : 


: : : A i es 
St, dans la fraction rationnelle p’ le numérateur est different 


de 0 pour x= 0, tandis que le dénominateur sannule pour x= 0, 
en sorte qwil soit divisible par x" (et non par une puissance de x 
plus élevée), cette fraction devient infinie quand x tend vers o. 
Il existe un polynome en z, P(z), de degré r, ne contenant pas de 


3 FE yt + 
terme constant, tel que Vexpression (/e polynome en =) il i (=) soul 
é , A : 4 ; é 
la partie de la fraction = qui devientinfinte quand x tend vers o: 
I : Bd , 
“17 A hf 5 A p : . 
la différence aaa Pp (=) s'approche indéfiniment d’un nombre fixe ('), 
> xv 
quand x tend yers 0, nombre auquel on donne souvent le nom de 
| ) 1 


, Mane A t _ 
vrate valeur, pour « = 0, de la différence ae PE = En attribuant 


sa vraie valeur, pour 2 = 0, a cette différence, elle devient une fonc- 
lion continue de 2, pour x = 0. 


Le polynome P(z), défini plus haut, est le seul polynome en z sans 
poty I ’ ; 
wae A I p 
terme constant, tel que la différence aa P (=) reste bornée quand x 
2 N EF 
tend vers 0: si, en effet, un autre polynome P’(z), sans terme cons- 


lant, Jouissait de la méme propriété, la différence 


5-*()-[2-PG)]-re-ne 


resterait aussi bornée quand x tendrait vers 0, ou quand z deviendrait 


infini; or cela est impossible si les deux polynomes P’(s) et P(z) ne 
sont pas identiques. 


(‘) Il suffit, pour plusieurs raisonnements qui suiyent, d’observer que cette diflé- 
rence reste bornée quand & tend vers 0, c’est-a-dire qu’il y a un nombre positif auquel 
elle reste inféricure, en valeur absolue, pour toutes les yaleurs de xz, autres que 0, 
qui sont suffisamment voisines de o. Il est a peine utile de dire que, lorsque deux 
fonctions de x restent bornées, dans certaines conditions, il en est de méme de leur 
somme, de leur différence, de leur produit, et que les mots « reste bornée » s’op- 
posent a l’expression « devient infinie ». 
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62. Considérons enfin le cas ot le numérateur et le dénominateur 


: ae 
de la fraction rationnelle ae annulent pour 2 =o; on pourra alors 


poser A = A’z?7, B= B’x’, en désignant par g, r des nombres natu- 
rels, par A’, B' des polynomes en # qui ne s’annulent pas pour 2=o. 


La fraction 7 n’a pas de sens pour =o; pour les autres valeurs 


de z, elle est égale a 
_2 
Aloy-r AT 
BO Baio 


suivant que l’on a g >r, g=r,q<r. On est ramené aux cas pré- 
cédemment étudiés : dans les deux premiers cas, la fraction p a une 
vrate valeur pour x =o (nulle si g est plus grand que 7), dont elle 
s approche indéfiniment quand x tend vers 0; en lui attribuant, pour 
x =o, cette vraie valeur, elle devient une fonction continue de 2, 
pour 2 =o. Dans le troisiéme cas, la fraction augmente indéfiniment 
en valeur absolue, quand x tend vers 0; il existe un polynome P(z) 


, if . ° 
de degré 7 — q, sans terme constant, tel que p(s) soit la partie de 
if x 
la fraction qui deyient infinie pour z= 0, en entendant les choses 


comme on a fait plus haut. 


. c ? oh : A 
63. Supposons maintenant que l’on veuille étudier la fraction = 


pour les valeurs yoisines du nombre x); on remplacera dans les po- 
lynomes A, B, x par xz) + h, et l'on ordonnera suivant les puissances 
ascendantes de h. On est ramené a étudier une fraction rationnelle 
en A pour les valeurs de h = x — x» qui sont voisines de o. Les ré- 
sultats suivants deviennent évidents. 

Si Zo mest pas racine de B, la fraction = pour les valeurs de x 
voisines de Zy, restera voisine de la valeur qu’elle prend pour r= 2p; 
elle sera une fonction continue de x, pour z = xy. Les méthodes pré- 
cédentes permettent de reconnaitre si elle est croissante ou décrois- 
sante pour 2 = Zp, si elle passe par un maximum ou un minimum, 
quel est son signe quand z est voisin de zy; elles permettent aussi 
de trouver des polynomes ordonnés suivant les puissances ascendantes 
deh ou de x — xy, qui la représentent d’une facon tres approchée, 
pouryu que x soit suffisamment voisin de Zp. 

Si 2» est une racine de B, d’ordre de multiplicité 7, et si 29 n'est 
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pas racine de A, la fraction devient infinie pour x = Zo, et 11 existe 
un polynome P(z) de degré 7, sans terme constant, tel que la diffé- 


Ap (— 
B L— Ly 


tende vers une valeur finie quand x tend vers x); il n’existe d’ailleurs 


rence 


qu’un seul polynome, sans terme constant, qui Jouisse de cette pro- 
priété. 

Si @) est en méme temps racine d’ordre de multiplicité g pour le 
numérateur A, les choses se passent de la méme facon lorsque g est 
plus peut que 7, si ce nest que le polynome P(z) n’est plus que du 
degré r —q. Si q est égal ar, la fraction, quand x tend vers 0, tend 
vers une valeur différente de 0; si g est plus grand que r, elle tend 
vers 0. On peut, dans les différents cas, reconnaitre son signe, le 
sens de sa variation, on peut en former des expressions appro- 


chées, etc. 


64. Supposons enfin qu’on veuille étudier la fraction lorsque x est 
tres grand en valeur absolue. Appelons n et p les degrés respecufs 
des deux polynomes A et B et écrivons la fraction, en ordonnant ces 
polynomes suivant les puissances descendantes de z, 


A hy OP A Oy PA th OH Oy . 


B oa Cov? + CG, ap. Ose Op & i caw 


[ > 
on changera x en —; et l’on aura 


At & S+ ay S2?+...4 4,3" 
A Bir 
Baa Bo + Bis+ Bo 327+ ...+ 6p) ZP 
zp 
B 


ou, suivant que l’on auran<p,n=p,n>p, 
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on est ramené a des cas déja étudiés, puisque, lorsque z est trés grand 
en valeur absolue, z est trés voisin de o. 

On voit de suite que, si le degré du dénominateur de la fraction 
proposcée (en 2) est supérieur au degré du numérateur, la fraction 
tend vers o quand x augmente indéfiniment; sa vraie valeur est o pour 
4) 


: as ; ; a a 
x infini. Son signe est le signe de — s?-” ou de ~-——.- 
ce, 5 Po ve—P 


du numérateur est égal au degré du dénominateur, la fraction s’ap- 


Si le degré 


a : rao Bs , 
proche de = quand a2 augmente indéfiniment en valeur absolue; la 
70 i 
vrate valeur de la fraction est le rapport des coefficients des termes 
du plus haut degré; enfin, quand le degré du numérateur lemporte 
hoes) 4 ) I 
sur le degré du dénominateur, la fraction augmente indéfiniment, en 
valeur absolue, quand 7 augmente indéfiniment, en valeur absolue;: 
5 a 
elle est du signe de ~ 2”? 
0 
Dans ce dernier cas, 11 convient d’effectuer la division du numéra- 
teur par le dénominateur au sens du n° 51; on a alors A= BOQ +R, 
R étant un polynome de degré moindre que B; on peut écrire encore 
A R 


cae 


7 ; : 5 R 
et, d’aprés ce qu’on vient de dire, 7 tend vers o quand x augmente 
indéfiniment, en sorte que le polynome Q, pour x trés grand, est une 
i 
\ 


expression approchée de Z 


Crest le seul polynome dont la différence 


A ; . : i 
avec tende vers 0 quand x augmente indéfiniment en valeur ab- 


solue. 


Considérons, par exemple, la fraction 


vt+ 24-27 —1 ; r 


2 u2+ I ‘+. v2 +I 


et la courbe définie par cette équation, y s’obuent en ajoutant a 


a’? + x —1la quantité — -— 


LA a> T 


qui est, en valeur absolue, tres petite 


pour x tres grand, qui est, d’ailleurs, du méme signe que x. La 
courbe, quand x est trés grand, en valeur absolue, est trés voisine 


de la parabole dont l’équation est y= 4? -++- x —1, un peu au-dessus 


174 CHAPITRE IV. 
pour z positif, un peu au-dessous pour # négatif; on dit que la 
courbe est asymptote a la parabole. Je laisse au lecteur le soin de la 


construire. 
On obtiendrait une droite pour asymptote si le degré du numérateur 
était égal, ou supérieur d’une unité, au degré du dénominateur. 


65. Décomposition en éléments simples. — Considérons une frac- 
tion rationnelle de la forme 


AC) 
(=a) SOR (eS 


ot le numérateur f(z) est un polynome quelconque, pouvant méme 
se réduire a une constante, ol. a, 6, ..., /sont des nombres distincts 
eta, 8, ..., 4 des nombres naturels; en sorte que a est une racine du 
dénominateur d’ordre de multiplicité «, 6 une racine d’ordre de mul- 
tiplicité 6, etc. Pour abréger, je désignerai le dénominateur par 9(7). 
Quoique cela ne soit pas indispensable, je supposerai, afin de sim- 
plifier un peu ce qui suit, qu’aucun des nombres a, 6, ..., ¢ man- 
nule (2). 


On a vu qu’a la racine a de o(x), par exemple, correspondait un 


polynome en z, sans terme constant, qui, lorsqu’on y regarde 3 


comme égal a - » constitue la partie de la fraction qui devient 


infinie quand x s’approche de a, la différence entre la fraction et ce 
polynome restant bornée : il est le seul a jouir de cette propriété. Ce 
polynome est de degré 2 si lon suppose que a@ n’est pas racine 


de f(x) : aprés qu’on y a remplacé 5 par ey il est de la forme 


Ao Ay : ; Aya 
T 


(pa a eae | a 


ou. Ag, Ay, ..., A,_; sont des constantes que l’on a appris a calculer, 


et dont la premiere Ay n’est pas nulle; je désignerai cette expression 
\ 


1 £; > F; 5 . ci . 
par P, ( aS 5} - Crest la partie de la fraction qui devient infinie quand 


x sapproche de a. 
Aux autres racines 6, c, ..., / de x correspondent de méme des 
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or 


expressions 


obtenues en remplacant s par dans des poly- 


I 
x —l 
nomes Pz (z), Pe(z), ..., Pz(z), dont les degrés sont respectivement 
6, y, +++, A, et qui, tous, manquent de termes constants. Chacune de 
ces expressions est la partie de la fraction rationnelle donnée qui 
devient infinie quand & s’approche de la racine de o(a) qui lui cor- 
respond. 


» > ee. 
G—b6b, G—C ‘ 


Si le numérateur f(x) est de degré supérieur ou égal au degré 
a+§+...tA de o(x), il existe un polynome E(z), la partie en- 
tiere de la fraction rationnelle, que l’on obtient en prenant le quo- 
uent de la division de f(x) par o(#), dont la valeur, quand # aug- 
mente indéfiniment, s’approche autant qu’on le veut de la valeur de 
la fraction proposée : c'est le seul polynome qui jouisse de cette 
propriété. Quand le degré de f(x) est inférieur au degré de o(x), ce 
polynome E(z) doit étre regardé comme identiquement nul. 

Mon objet est maintenant de montrer que la fraction proposée est 
égale, pour toutes les valeurs de x, a 


: 1 ! , 1 1 2) | ! ay 
Pa (+g) + Po (=5) Peed Pi(=5) + E(2). 


ace) 
(x) 


légiumité, met bien en évidence la facon dont elle se comporte 


Cette forme de la fraction , si l’on en admet pour un instant la 


quand x s’approche d’une des valeurs a, 6, ..., ¢ qui annulent son 
dénominateur, ou lorsque x devient infini. Lorsque x, par exemple, 


, . I ‘ ‘ 
s'approche de a, les parties autres que Py (5) restent bornées. 
Ni 


Lorsque x augmente indéfiniment, c’est la partie E(x) qui devient 
infinie; les autres parties deviennent nulles ou, plutét, tendent vers o. 
Il est bien clair, par ce qui précede, que la fraction proposée ne peut 
étre mise sous une pareille forme que d’une seule fagon. 

On ya établir la légitimité de ce mode de décomposition en expli- 
quant en méme temps le procédé le plus pratique pour le réaliser. 


CO ME 


Je rappelle @abord que, pour obtenir Pa 


) on procede 
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comme il suit : en posant z=a-+h et 


o1(v@) =(x2—b)B(a —e)¥...(a — 1), 


ona 
12 ae fla)  JAGe2) 


o( x) a (2 — a)* oy (zw) < h*o,(a Sey) | 


On effectue la division de f(a+ h) par 9,(a@+h), en ordonnant 
par rapport aux puissances croissantes de h et en s’arrétant dés que 
le reste est divisible par h*; Popération méme conduit a une identité 
de la forme 


‘sy eo 
ASE BF ig) = No t Ay h ag Ga IN hoe-1 aS SY ? 
o1(a+h) o1(a+ h) 


ot R(A) est un polynome en /; en divisant les deux membres par h, 
on obtient (') 


Tae hy ADs en Ie 


hee (ath) he het A * elaahy 


Kn remettant dans cette identité « —a@ a la place de h et en dési- 
gnant par /;(2) ce que devient R(h), on obtient 


(1) He) Bs Ao Ay : ; al (@) 
e(2) (@—a)® ~ (e@—aye-t ''" g—a Gi(@) 
=> ( l ) ' Si (x) 
— a T . 
Z—a] . (2) 
On opére sur la fraction’ Te relicveneut nlanecin th de oO; a), 
Gi (x > : 
ee Pee CLs) ; F fears 
comme on a opéré sur if fraction Ges relativement a la racine a 
de ¢(x), c’est-a-dire qu’on cherche la partie de A #2) qui devient 
04 ( \ 


infinie quand # s’approche de b : c’est connhinginern: Ba ) 


JL(@) 
o(a) 


puisque, la différence - P ( : restant bornée quand & s’ap- 
I q ¢ ON eof 4 re Cue p 


(1) On peut tout aussi bien parvenir a cette derniére identité en effectuant la 
division de f(a+h) par h%¢,(a+h), les deux polynomes étant ordonnés par 
rapport aux puissances croissantes de / : on introduit alors au quotient des puis- 
sances négatives de h, et l’on s’arréte dés que le reste commence par un terme en h 
dont lexposant est égal ou supérieur a a. 
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proche de b, il en est de méme, en vertu de Videntité (1), de la 
différence 


Ai (2) ( I ) FC@) I 1 
01 (a) Ke z—b Paz) Ps (=) —Pa(=+5): 


I 
GO. 
rae Si (@ Oa ; 4 ek : 
la différence avec sip) Pusse rester bornée quand x s’approche de b. 
ANAS ; 


Or il n’y a qu'un seul polynome en 
ea poly 


» sans terme constant, dont 


eee) 
1 (2) 


proche de 6, conduira donc a une identité analogue a Videntité (1) 


Le calcul de la partie de ° qui devient infinie quand x s’ap- 


ee At = Ps ( I eaereat 


oe as z—b 


On continue de la méme facon; on détermine la partie de: 


Qo (x) 
: - - T 
deyient infinie quand & s’approche dec; c’est P, (; =) etc, 


Finalement, en supposant quwil y ait 7 nombres a, 6, ..., /, on 
rl) 
qu’une seule racine distincte : on la traitera de la méme facon; mais 


arrive a une fraction » dont le dénominateur n’aura plus 


les calculs sont ici partuculiérement simples : on ordonne f(z) sui- 
vant les puissances de 2 — /; les premiers termes, de degré inférieur 


Re ages ees I 
a A, donneront en divisant par (a — /)* les termes de P; (; ;)> les 


termes suivants, sil y en a, divisés par (a2 — /)*, fourniront un poly- 
nome en x, que je désignerai par E(x), et l'on obtiendra lidentité 


Sr(@) = ] Fie PY a a 


en ajoutant membre a membre les identités (1), (2), ..-, (3), on ar- 
rive a Videntté 


ea) ae ant + Po ( 1 ; eos { Sanus 
(4) Fw = Pe (saa) + Py =—5} ee P:(—5) + E(2). 


En vertu dune remarque déja faite, le polynome E(z) ne peut dif- 


férer de la parte enticre de la fraction proposée, puisque la diffé- 


(xz) < ae a er: 
rence entre “~~ et E(a) tend vers o quand «& deyient infini. 
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Si le degré de f(x) est égal ou supérieur a celui de 9(x), il est 
commode de commencer par déterminer cette parue entiere E(z) en 
divisant, au sens du n° 51, f(a) par o(a#), ce qui conduit, en dési- 


gnant par F(z) le reste, a Videntité 


e E(@ 
ue) 22 |D(we ie ( Bs 
o(x) o(z) 
4 / 1 I 
on opere ensuite, pour trouver Pa( ; Ns Ps ( ) --- sur la 
, L—@a/ GR 16 
F(a ‘ ; : "(@) F 
fraction Bey plus simple que la fraction Us le résultat est le 
o(@) Qe 


méme, toujours pour la méme raison; la différence 


WED) p. ma 
O( 2) ig eee: 
restant bornée quand x s’approche de a, il en est de méme de la diflé- 


F(z) 
rence 2) — Pa ( : Jove 


O( x) CA 


Mettre la fraction rationnelle 


F(z) 2 if ) 5) 
= sous la forme (4), c’est ce qu’on 


appelle la décomposer en é/éments simples : ces éléments simples 
sont, dune part, les termes du polynome E(x) et, d’autre part, les 


termes des parties fractionnaires Py ie ) Ps (= : ) Pca er 
\o— a 2% — b, 
chacun de ces termes, formé d’une fraction dont le numérateur est 
une constante et le dénominateur une puissance de « — a, x—b,..., 
on donne le nom de fraction simple. La puissance la plus élevée a 
laquelle est élevé chacun de ces binomes est ordre de multiplicité 
de la racine correspondante dans 9(#), a supposer, comme on la fait, 
que cette racine n’annule pas f(x). Si on supprime cette restriction 
el sia, par exemple, était une racine de f(x), d’ordre de multipli- 
cilé a’ <4, la partie de la fraction qui devient infinie quand x s’ap- 


proche de @ commencerait par un terme de la forme | » alr 


X — Q)%—%' 


5 : A \ 
leu de commencer par un terme de la forme ae: et, lors méme 


qu’on n’aurait pas supprimé d’abord le facteur commun a f(z) et 
a o(#), les calculs pourraient s’effectuer de la facon méme que l’on a 
expliquée. 
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Soit, par exemple, a effectuer la décomposition de la fraction 


we — gr 1 
x(x —1)? (x — 2) 


Ontarieied 10,00 1, =O) a2 3, 8 == 9, 1: Il nya’ pasede’ partie. en-— 


tiére. Pour déterminer la partie Po ( — }, qui devient infinie pour x = 0, on 
gL 


doit diviser, en ordonnant suivant les puissances croissantes, 1— 2? -+ 2 
par —2-+ 5x” — 4x?-+ a; on s’arréte dés que le reste est divisible par 7° et 
Von parvient ainsi a Videntité 
WS 
P —(37 — 424% + 132? 
I— 22+ x I 5 13 8 ee ) 


=e ee eS eee xv ? 
—2+5% —42*%4- 23 > f 8 Sa a eee 


ou, en divisant par 23, 


13 


1 
Be : g 37-42. 2+ 13 @*) 
ie 4 @? 8 2x 


ea ne aw 
x3 (ge —1)?(@—2) 


at 


(@—1P(w—2) | 


On va maintenant, en partant de la fraction qui figure a la fin du second 


membre, déterminer la partie P, (+), qui devient infinie pour v7 =1. 
ri 


: : : 1 ; 
Faisons abstraction, pour un instant, du facteur ge On pose, dans la fraction 


w=t+h, et l’on ordonne par rapport aux puissances croissantes de h, elle 
devient 
8— 16h + 13h? : 
8 SS De 
—i+h 


on effectue la division, en s’arrétant dés que le reste est divisible par h?; on 
parvient ainsi a l’identité 


8 16h4-13h? , 
—i+th _ —i+h’ 


at ; ; ee I 
en divisant par h2, remettant 7 —1 4 la place de A et multipliant par g? on 


trouve 


I 2 

(eo, 397 
g (37 (2% +1347) : | : 3 feu 
(%2— 1)?(@—2) (a —1)? op Sh OP Oy 


il n'y a pas lieu d’aller plus loin, puisque la derniére fraction est sous la forme 
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voulue, et l’on a 
ei— Hr] 


x3 (a@—1)?(x% — 2) 


I One he Ui I I 
2 «8 , 20° 


5 
4 8 2 (x —1)? G21 8 7—3 


66. Il convient de s’arréter sur le cas ott, a, b,c, ..., ¢ étant tou- 
jours des nombres distincts, on a affaire 4 une fraction de la forme 
J ) 


Tea. I (2) 
o(@)  (x#— ae) ee ean) 


les nombres que l’on désignait dans le numéro précédent par , §, 


Y, ---, A étant tous égaux a1. Dans ce cas, le polynome en que 
2 — a 
eds . I 5 fy. . . 
Von désignait par Py () se réduit a la fraction simple - - Le 


polynome que l’on désignait par 0, (a) se réduit a 
(w7—b)(x—c)...(~7—l); 

A, est le premier terme du quotient de la division des polynomes 

(enh) f(a+h), o,(a+h), ordonnés suivant les puissances crois- 


santes de h, polynomes dont les premiers termes sont respeciivement 
J(@) et 9,(@), en sorte que ona 


gelled (a) 
Toa) (ao la—clen(a 


le nombre 9,(@) est la valeur, pour «=a, de la dérivée ¢/(a) du 
olynome 9(z): ona, en effet, 9(7) =(x — a) o,(x) et, par suite 
Pp y T ) Pa ry } 2 


o(a+ h Wee hoy(at Ih) = ho(a)+... 


en n’écrivant pas les termes h?, h?, ...; on voit bien que le coeffi- 
cient de / dans le développement de (a+ /), ordonné suivant les 
puissances croissantes de A, c’est-a-dire (n° 35) la valeur, pour =a, 
de la dérivée de o(z), est 2,(a@). On peut donc écrire aussi : 


epee atee: 


~ of(ay 


Comme le méme raisonnement s’applique aux autres racines b, 
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c,...,k, lde o(2), on peut écrire, en désignant par E(x) la partie 


entiére de la fraction ieay 
9 (2) 

1 ACM. f(a) I wee) I , LY) [ ae 
(v) Cn), (a) ea (bab 1s OD) eel” ie 
fla) ie 

(a—b)(a—c)...(a—l) w—a 
S(b) I . 
(6—a)\(b6—c).- (62h 
LU) - E(x). 


(t—a)(l—b)...(l—k) a —-l 


67. En multipliant par 9(z) les deux membres de cette identité, 
elle devient 


_ F(a) 9%) , fl) oz) _ 4) 92) 
Ce g(a) x—a . eb) 7b ~ eC) 2 pa Oe 
~ % (7-6) (@—c)...(@—1) 
bad DRE Sy ane NES BE TILED 
a (a Git 6) oe (Sl) 
Te = DCO CO Saye 


(~@—a)(a@—b)...(x%—hk) 
(tL—a)(l—b)...(2—k) 


+ f(t) 


+ (x—a)(x—b)...(x—1) E(x); 


cette formule, qui joue un rdle considérable dans diverses questions 
d’ordre pratique ou théorique, est connue sous le nom de formule 
dinterpolation de Lagrange. I ne faut pas oublier que le poly- 
nome E(z) doit étre regardé comme idenuquement nul quand le 
degré de 9(x) dépasse celui de f(z). 

Elle fournit immédiatement la solution du probléme suivant : 

Etant donnés n nombres distincts a, b, ..., ¢, déterminer tous les 
polynomes en z qui prennent des valeurs prescrites A, B, ..., L 
POU Oe On onde ie 

Si Pon pose, en effet, o(7) = (x —a)(x—b)...(x—1), et si 
Pon désigne par f(z) un des polynomes cherchés, on devra avoir 


S(a)=A, f(6)=B, ..., f(s, 
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et, par suite, 
\- o(2) B 9(2) 2, be oe) 


(2) f(%)= g(a)x—a’' o(b)a—b 7"! © (1) ut 


(a —b)(x#—c)...(a—l) 
(a— b)(a—c)...(a—l) 

ne =O) (Le eee a) 

(6 = @) (G20) BCT) ees 


T (w@—a)(x#—c)...(a—k) 
Cat Sa 


+ E(@) o(@). 


Le raisonnement méme montre que le polynome cherché (2) 
doit nécessairement ayoir la forme qu’exprime le second ou le troi- 
sieme membre de cette égalité, et la forme méme du troisiéme membre 
montre effectivement qu’il prend les valeurs A, B, ..., L quand on y 
faite vi=—a,0,.5.,/. Pours’ a, par exemple, le, polynomesqus 
multiplie A se réduit a1, les polynomes qui multiplient B, ..., L 
s’annulent, ainsi que o(2), et cela quel que soit le polynome E(z). 
Ce dernier peut done étre choisi arbitrairement. 

Le produit E(v)o(a), quand E(x) n’est pas idenuquement nul, 
est de degré au moins égal a 2; son terme du plus haut degré ne peut 
étre détruit par les termes du second membre de lidentité (2) qui 
précedent E(a) (x), termes qui sont au plus du degré n —1. 

Si done on impose a f(z) la condition d’étre de degré inférieur a 7, 
E(z) doit étre identiquement nul, en sorte qu’il y a un seul poly- 
nome g(x), de degré inférieur an, qui prenne des valeurs prescrites 
AG Di, |e POUL ta), 23 atsavoir le polvwmmoune 


, (w@— 6) (a@—e)... (#1) 


(3) Ra) = (a—b)(a—c)...(a- ¢) 


(@—a)(c2@—c)...(@—l) 
CT a as 
(7—a)(a@—b)...(4—k), 
(L—a)(l—b)...(l—k) ? 


un polynome quelconque qui prend ces valeurs prescrites est de la 
forme g(x) + E(x) ¢(x), le polynome E(x) étant arbitraire. 

Au reste, on reconnait directement que si les deux polynomes g(x), 
f(z) prennent l'un et lautre les valeurs prescrites A, B, ..., L 
pour z =a, b,..., l, leur différence f(x) — g(x) doit étre divisible 
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par ¢(x) (n° 38); si les polynomes f(x) et g(x) doivent étre de degré 
inférieur an, cette différence doit étre identiquement nulle : on voit 
ainsi que le probléme consistant 4 trouver un polynome de degré in- 
férieur a m qui prenne les 7 valeurs prescrites A, B, ..., L pour les 
n valeurs distinctes a, b,..., / de x ne peut admettre qu’une solution, 
solution qui est évidemment fournie par la formule (3), et que tous 
les polynomes, de degré queleonque, qui prennent ces valeurs pres- 
crites, se déduisent de un d’eux comme on I’a expliqué. 

Le probleme de l’¢énterpolation consiste, en général, a trouver une 
fonction qui prenne des valeurs prescrites pour des valeurs données 
de la variable. C’est un probléme capital pour les sciences d’observa- 
tion, ot la Joi d’un phénoméne ne peut jamais étre obtenue que par 
un nombre fini d’expériences : une série d’expériences, par lesquelles 
on cherche a reconnaitre comment tne variable y dépend d’une va- 
riable 2, fournit un tableau de nombres ot figurent les valeurs ,, 
We, -5 in Oey gui, correspondent aux valeurs 71, 7, -.., @p de #. 
Si l'on a déterminé une fonction g(x), par exemple, comme tout a 
Pheure, un polynome, qui pour ¢ = 2%, Xo, ..-, Hp prend des valeurs 
Vi5 N27 +++) Yn, On admet que cette fonction g(x) fournira les valeurs 
de y pour les valeurs de x qui ne s’écartent pas trop des nombres 2,, 
Hy, «++. Ly, soit que ces valeurs soient comprises entre le plus petit 
et le plus grand des nombres x,, Z2, ..., %, (interpolation propre- 
ment dite), soit qu’elles dépassent un peu, en dessus ou en dessous, 
le plus petit ou le plus grand de ces nombres (extrapolation). 

On a vu, par la théorie précédente, comment, lors méme qu’on se 
borne a des polynomes, le probleme posé est indéterminé : il en est 
de méme, d’ailleurs, du probleme qui consiste a trouver une lor: deux 
lois d'un méme phénoméne, exprimées par des formules différentes, 
sont également vraies, lorsque les différences entre les nombres que 
fournissent ces formules sont de l’ordre de grandeur des erreurs d’ob- 
servation. Parmi ces lois, on choisira celle qui est susceptible de 
Pexpression la plus sémple. Ce dernier mot aurait d’ailleurs besoin 
d’étre précisé. S’il s’agit, par exemple, de deux polynomes, il est na- 
turel de choisir celui des deux qui est de moindre degré. 

Le lecteur, enfin, ne peut manquer de se demander s'il est 
vrai que deux foncuions qui prennent les valeurs prescrites pour 
P= 2,, 5-22, alent toujours des valeurs voisines quand # n’est 
pas égal 4 l’un de ces nombres, et sous quelles conditions cela est 


184 CHAPITRE Iv. 


vrai. Je me borne a soulever ces questions qui ont fait Yobjet dun 
grand nombre de travaux. 


68. La formule (1) du numéro précédent, qui suppose seulement 
que les nombres a, 6, ..., /soient distincts, fournit une suite d’iden- 
tités en égalant dans les deux membres Jes coefficients d’une méme 
puissance de 2; Je me borne a celle qui provient de lidentification 
des termes en x”~', lorsque le polynome f(z) est de degré inférieur 
an, et que, par conséquent, le polynome E(z) estidentiquement nul ; 
(2%)  9(@) o(x) 
Dau ee ee 
étant évidemment égaux a 1, on voit que, dans le second membre, 
le coefficient de 7”~' est la somme 


les coefficients de z”~! dans les polynomes 


VAC re AS) wel) 


: 4 +... : : 
g(a) ~ 9(6) “eZ 


cette somme, lorsque le polynome f(x) est de degré inférieur a 7, 
est donc égale au coefficient de #”~' dans f(x); elle est nulle en par- 
ticulier quand f(x) est de degré inférieur & n—1; en prenant 


S(e) =a", ot-r est. l'un des nombres'o, 1, 2,,..:, 7 —1, ona 
ar br [Ir 
; ie ae 
(a) © ¢(b) g(1) 
pour r= 0,1,2,...,m—2, elt, pour r=—=n—t, 
qnr-1 br (n-1 
: ews << St 
g(a) 9i(b) ot) a 
et cela, quels que soient les nm nombres distincts a, 0, ..., d. 


§ 3. — FONCTION HOMOGRAPHIQUE. 


69. Je terminerai ce Chapitre par l'étude de la plus simple des 
fonctions rationnelles, a savoir la fraction 


az +b 


TOT li EES 


ou a, b, a’, b' sont des constantes et dont les termes sont du premier 


DES FRACTIONS RATIONNELLES. 185 
degré en x. Elle joue un réle considérable tant en Algébre qu’en 
Géométrie. 

En faisant la division du numérateur par le dénominateur (n° 51, 64) 


el en posant, pour abréger, 


; Qo ao" b' 
6 = 72 ) ————— yi , 
C= ¢ 
on la met sous la forme 
a A GO a0" a 8 
, = <a = — }+ . 
J a aha eae de ee 


C’est Papplication, a ce cas simple, de la méthode de décomposi- 
tion en éléments simples exposée plus haut. Sur cette forme, la facon 
dont y varie avec x apparait de suite. 

Le binome z«—a croit depuis —oo jusqu’a + 0 quand x croit 
de —oa-o. Ils’annule pour x = a; pour cette seule valeur de x, 
y nest pas une fonction continue de x. Quand x croit de —a# a une 
I 


valeur 2 — ¢, un peu plus petite que a, décroit de o (') jusqu’au 
x : 


AG! 


Uc 
nombre — = trés grand en valeur absolue, quand traverse la va- 


passe de —o a +; quand z croit dea+e¢ a +o, 


g 


leur a, 
Hi hek 


{ 
v—a 


varie dans le 


décroit encore de 


oO] 


jusqu’a o. La fraction 


méme sens que , ou dans le sens contraire, suivant que 6 est 
ed 


XL —- 
5.76 2 < : GS ne 

positif ou négatif : la partie constante on influe pas sur le sens de la 

variation. Par conséquent : 


‘ : . ax +b . ; 
Lorsque x croit de —«# a + 0, la fonction 7 croit toujours, 
; 


a+b! 
ou décroit toujours, suivant que ab! —a'b est positif ou négatif : 
F , Gas 5 awg7) 
dans le premier cas, elle croit de it +20, puis de —aa ai elle 
< b' 
passe de + «© a — w quand & traverse la valeur — a dans le second 


aA Oh. ‘ te 
cas, elle décroit de {i § — %, pus de +c 4 me elle passe de — 2 


(1) C’est une facon de parler pour dire que, lorsque @ est trés grand en valeur 


I : : 
absolue, est trés petit en valeur absolue. 
x. —_ 


a 


. 
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< 6! aes 
a -+ oo quand « traverse la valeur — ai Les variations de cette fonc- 


tion sont figurées ci-dessous; la courbe est asymptote aux deux pa- 


. ’ 6 a b' 
ralléles aux axes dont les équations sont y= —,  =—-—- A deux 
a a 
valeurs différentes de x correspondent toujours deux valeurs diffé- 
ax +b 
rentes de ———__ 
ax23-6 
Fig. 23. Fig. 24. 
Y 
Y 
Semmens (2a 
——— 
fe) x 0 x 


Tout ceci suppose que 8 = ab — ab' west pas nul; dans le cas ot 6 


; az b : : ; 5 hac , . 
serail nul, = ; serait toujours égal a—», el ainsi ne dépendrait 
9 aAxrb : a 
ens 6’ 5 : 
pas de x : toutefois, pour 2=— —, la fraction proposée n’a pas de 
a 


Be 6 , : : ; 
sens, et — n’est la valeur de cette fraction que par convention ('). 


Lorsque les variables x, y sont liées par la relation 


az +b 


Y= ale Soya 


et que 6 n’est pas nul, on dit que y est une fonction homographique 


(1) Quand & devient de plus en plus petit, en valeur absolue, la courbe se rapproche 


de plus en plus de ses asymptotes; jusqu’a se confondre avec elles pour 2 = 0. 
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de x, ou encore que la valeur de y est la valeur de x a laquelle 
elle correspond, transformée par Vhomographie que déterminent les 
nombres a, 6, a’, b'. 

Une des propriétés les plus importantes des fonctions homogra- 
phiques apparait sous la forme, précédemment obtenue, de l’équa- 
tion qui lie x ety, 


En désignant par 21, ®2, 23, x, quatre valeurs distinctes de x, 
par ¥15 ¥2, ¥3» My les valeurs correspondantes de y, qui sont aussi 
différentes entre elles, on a évidemment 


y; Vs = — B(2,— 3) f ? =. — 8(2,— @%) 
Pal = 5) 
(@i—a)(ws—a)y? Pt I Cea) (ay) 
— B(a.— v3) — 2(a2,— x,) 
fe 78 (aa 4) (@s— 2)’ cyte (a,— 4) (@,— 4)’ 
ila Satay Si ens Defi 3 1S ioe 


a *. ~ + , 
Oy mers) We) Dae Ly— Hy =Lyg— Ly 


on désigne sous le nom de rapport anharmonique des quatre 
nombres 21, Z2, 23, x, rangés dans l’ordre qu’on vient d’écrire, la 
quantité 
“1 — XH3 , Ly— &3 (%;— £3) (Lo— 24) 
bs = >’ 
L{~—Xy, Lz—Xy, (%1— XL,) (%2— 4&3) 


et ’on exprime la propriété précédente en disant que, quand y est une 
fonction homographique de x, le rapport anharmonique de quatre 
valeurs de x est égal au rapport anharmonique des valeurs correspon- 
dantes de y. La proposition subsiste, comme il est aisé de le voir, 
dans le cas ot.a’ est nul, qui échappe a la démonstration précédente. 

L’intérét de cette propriété consiste en ce quelle ne dépend que de 
la forme de la relation entre x et y, nullement des valeurs parucu- 
liéres des coefficients a, 6, a’, b'. Elle caractérise d’ailleurs la corres- 
pondance homographique : en d’autres termes, sia chaque valeur de x 
correspond une valeur de y, de facon que le rapport anharmonique 
de quatre valeurs quelconques de s soit toujours égal au rapport anhar- 
monique des valeurs correspondantes dey, y est une fonction homo- 
graphique de x. 
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X 


Cela résulte de ce que, si on considére trois valeurs fixes de x, a 
savoir £1, Zo, Lz et les valeurs correspondantes 71, V2, 73 de y, on 
doit avoir, entre une yaleur quelconque de x et la valeur correspon- 
dante de y, la relation 


(¥ 72) (V1— 73) a (@— Lo) (Li — Zo) 
(Ph VA le 739) (@ — %3) (%1— 2&2) 


qui, résolue par rapport a y, permet d’exprimer y en fonction de x 
sous la forme 
axz+b 


OS Ga 


La démonstration méme que l’on vient de faire prouve que, si l’on 
se donne trois couples de nombres correspondants (21, 71), (%2 V2), 
(£3, 73), tels que les nombres x,, #2, £3 soient distincts, ainsi que 
les nombres 74, 92, V3, 11 existe une fonction homographique de x, et 
une seule, celle-la méme qu’on vient de déterminer, qui prend les 
valeurs 71, Vo, Ys pour 2—= x, Lo, L3. 

Au lieu de dire que y est une fonction homographique de 2 quand y 
s exprime au moyen de x par la formule 


LGA 


y= 


ay aa a 
CMe (oy! 


ot. a, b, a’, b' sont des constantes, on dit souvent que les deux 
variables x, y se correspondent homographiquement lorsqu elles sont 
liées par une équation de la forme 


Avy +Ba+Cy+D=0, 


ot! A, B, C, D sont des constantes (') dont quelques-unes peuvent 
dailleurs étre nulles : cette équation, qui est du premier degré, soit 


(1) Il est bien entendu qu’on a affaire a la méme fonction homographique quand 
on remplace les coefficients a, b, a’, 6’ par des coefficients proportionnels, qu’on a 
alfaire a la méme correspondance homographique quand on remplace les coefficients A, 
B, C, D par des coefficients proportionnels. Je laisse au lecteur le soin de démontrer 
axz+b a2+8 
ae+b” wat f' 
valeurs de z sans que les coefficients a, 8, a’, 8’ soient proportionnels aux coeffi- 
CLENLS HG ROO 


que les deux fractions ne peuvent étre égales pour toutes les 
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par rapport a y, soit par rapport a z, détermine lune des variables, 
lorsqu’on se donne lautre. On en tire 


_ —Be—D _ —Gy—D 
ore pe TC oe 


Ax+C 

Chacune des deux variables est bien une fonction homographique 

de Vautre; mais, sauf le cas ot Von aurait B= C, chacune d’elles 

n’est pas la méme fonction de l’autre. Si l’on a B =G, la relation est 
dite trvolutive. 

Dans le cas ot l’on aurait BC 


AD = 0, qui correspond au cas ot 
Yon aurait, avec les notations antérieures, ab! —a'b = 0, la corres- 
pondance homographique est dite ¢mpropre. Dans ce cas, l’équation 
WVhomographie qui, lorsque A n’est pas nul, peut toujours s’écrire 


q[(Aw+ C)(Ay + 3)+ AD — BC] =o, 


se réduit a (Az+C)(Ay+B)=o. Elle est vérifiée en prenant 


B 
L=—yely quelconque, ou en prenant y= — q cla quelconque, 
elle ne peut étre vérifiée autrement: A une valeur quelconque de 2, 
autre que — —, correspond la valeur unique de aene ala 
« | Nw SI v : c € S | Vs y= A? a 
Cc 
valeur — x de x correspond une valeur quelconque de y. A une 
3 é 
valeur quelconque de y, autre que — ~, correspond la valeur unique 
Cae B 
der, 7 — aia la valeur — a de y correspond une valeur quel- 


conque de xz. Ces résultats sont d’ailleurs conformes a ceux que l’on 


t 


; : : : ax+b 
a obtenus en étudiant la fonction homographique ———,, lorsque 
o axceb 


ab! — ab est nul. 

Dans le cas of Yona a la fois AD — BC = 0, A = 0; il faut que B, 
ou C, soit nul; Pune des variables disparait de Péquation d’homogra- 
phie, ct peut étre supposée quelconque, Vautre variable est déter- 
minée. 

Si on écarte les homographies impropres, on voit que la valeur 
de Pune des variables est déterminée par l’équation d’homographie 
quand on se donne autre et qu’a deux valeurs distinctes d’une 
variable correspondent deux valeurs distinctes de Vautre : afin d’éviter 
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les exceptions résultant de la discontinuité, il est commode de dire, 
lorsque A n’est pas nul, que la valeur « de y correspond a la va- 


C B : 
leur — x de x, que la valeur — c de y correspond a la valeur o de x. 


Les valeurs de l'une ou de l’autre des variables qui correspondent a 
la valeur infinie de l’autre sont égales dans le cas d’une relauion invo- 
lutive et seulement dans ce cas. Lorsque A est nul, les valeurs corres- 
pondantes de x, y deviennent infinies en méme temps. De méme, 
lorsque D est nul, les valeurs correspondantes de x, y deviennent 
nulles en méme temps. 

Sila variable z est unefonction homographique de la variable y, 
si cette variable y est une foncuon homographique de x, a chaque 
valeur de x correspond une valeur de y, a celle-la une valeur de 3, 
qui ainsi correspond a la valeur de w. La variable z est une fonction 
homographique de x, car des égalités 


ay + 2 Chg) 
LG aS a 
ay+ 68 i OO" 
résulte Pégalité 
axa +b ; 
F - 8 
: RGR SS (a ; (2a+a')r+ab+ 6b' 
OC —ay = 7 F PAN eas 1 i 73 
yr tz tb a (a'a+la')x+ab+ 6b 
Cue oF : 


on n/a pas a craindre que la derni¢re homographie soit impropre 
lorsque les deux homographies proposées sont propres, puisque, alors, 
a deux valeurs distinctes de x correspondent deux valeurs distinctes 
de y, auxquelles correspondent deux valeurs distinctes de <. 

On peut dire encore que deux variables sont liées homographique- 
ment entre elles quand chacune d’elles est liée homographiquement 
a’ une troisiéme : ainsi, dans la démonstration précédente, les va- 
riables 2 et z sont liées homographiquement entre elles, parce 
quelles sont liées homographiquement ay. 

Plus généralement, si chacune des variables 2,, %n_4, .--, Lo, Xt 
est une fonction homographique (propre) de celle qui la suit, la 
premiere x, est une fonction homographique (propre) de z,. Le 
théoréme général résulte évidemment de celui qu’on a démontré. 

Un cas particulier est le suivant: si deux variables sont des fonc- 


tions homographiques de deux variables qui sont liées homographi- 


DES FRACTIONS RATIONNELLES. 191 


quement, les deux premiéres variables sont elles-méme liées homo- 
graphiquement. 
Lorsque dans l’équation d’homographie 


Avy +Ba+Cy+D=o, 


on suppose z = y, on obtient I’équation du second degré 
Azv?+ (B+ C)x+D=o0, 


dont les racines s’appellent les éléments doubles de homographie. 

Lorsque A est nul, il n’y a plus qu’un élément double, qui disparait 
lui-méme si B+ Cest nul ainsi que A, auquel cas la différence « —y 
est constante. Conformément a des propriétés bien connues des 
équations du second et du premier degré, on dit, lorsque A est nul, 
qu’un des éléments doubles est infini, lorsque A et B+ C sont nuls 
que les deux éléments doubles sont infinis. 

Supposons que les racines de l’équation du second degré soient 
réelles et distinctes; désignons-les par a, 8; soient x, x’ deux valeurs 
de la premiere variable, y, y’ les valeurs correspondantes de la seconde : 
le rapport anharmonique des quatre nombres 2, x’, a, 8 doit étre 
égal au rapport anharmonique des quatre nombres yv, y’, a, %: c’est- 


a-dire qu'on doit avoir 


ite BR ey 

jp NG r= y—p° y—F 
ou encore 

Pa | Pam ew Vy s= @) 

r— 8 past 9 BOO He Q” 


cette relation doit subsister en laissant x’, vy’ constants et en faisant 
varier les nombres xz, y, que l’on suppose toujours vérifier ’équation 
Whomographie; d’ot la conclusion suivante : 

Le rapport anharmonique de deux nombres correspondants et des 


deux éléments doubles est constant. 
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EXERCICES. 


61. On donne une sphére, un diamétre de cette sphére et un point M sur ce 
diamétre. On méne un plan perpendiculaire au diamétre qui rencontre la 
sphére suivant un cercle (CG). Soient V le volume de la plus petite des deux 
parties dans lesquelles la sphére est décomposée par le plan sécant et V le 
yolume du céne ayant le point M pour sommet et le cercle (C) pour base; on 
demande la limite vers laquelle tend le rapport Vv quand le plan sécant tend 


a devenir tangent a la sphére. 


62. Décomposer en éléments simples les fractions 


1— abx? eZ — ZIT I (#2 —1)?2(v2—4) 
(= @2)(1— bx)’ (Gran Ge (Ge== 12 (a@—2)2? Ho) 


Z 


I I 
gr(1— a2)’ (2 —a)'(2—b) 


a, 6 désignent des constantes. 


Dans les deux derniéres, 7 désig 


gne un nombre naturel quelconque. 


63. Démontrer Videntité 


ep eae CR cr Cr cr 


= — + =... (— 1) —— 
SGP a= on Mae a= 10) x G-T Ba 2 “. 2-7 


Kerire explicitement cette identité pour zn =1, 2 et en déduire les formules 


t I I I 
ee oe ee 
1.2 2.9 m( it +1) Tete 
Cae Aa 1 a I 
: mo OOS So >=— ; ’ 
Proms) ph oe4 rn+1)(n+2) 4 2(n+1)(n+2) 


ot n désigne un nombre naturel. 
64. Sia, 8, ..., sont des nombres naturels impairs et A, B, ..., L des 
nombres positifs, expression 


eee eee) cree 
(w7—a)* (x —b)B "(a —UL)jr 


T 


décroit quand @& croit, dans tout intervalle qui ne contient aucun des 
nombres @, 6, ..:, U. 
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Il en est de méme, plus généralement, de l’expression (n° 65) 


1 I I 
Pu(=ta)+ Po(—+5) rae Cn Pi(==4)s 


si Pa(s), Po(s), ..., Pr(s) désignent des polynomes en z, sans terme con- 
stant, ne contenant que des termes de degré impair, a coefficients positifs. 


65. On suppose que dans la fraction 


F(x) 


(2 a)" e(@)’ 


f(a) et 9(x) désignent deux polynomes en 2 qui ne contiennent que des 
termes de degré pair, et qu’aucun de ces polynomes ne s’annule pour x = a. 
Montrer que, sila partie de la fraction qui devient infinie quand zw tend vers a 


est 
RATES mse oa 
CSE a a 


la partie qui devient infinie quand x tend vers —a est 


| 2 i fees Cate! om | 


(w2+a)* (#2 +a) RSG 


66. Décomposer en éléments simples l’expression 


( AN B CG: ) 
+ ; 
L—a Z—O L—cC 


en regardant les nombres a, 6, c comme donnés, déterminer les constantes A, 
B, G de maniére que, parmi les fractions simples, il n’y en ait aucune dont le 


dénominateur soit du premier degré. 


67. Si a est une racine simple du polynome 9(a) qui n’annule pas le poly- 


nome f(z), la partie de la fraction ar qui devient infinite quand & tend 
vers @ est 
f(a) 1 _ Sf (a)ea)—flaye(a) 1 
[o'(a)}? (w@—a)? © [¢'(a)]3 on 


en désignant par f'(z) la dérivée de f(x), par 9'(a), 9"(x) les dérivées pre- 
miére et seconde de o(7). 


68. Si on suppose 9(x%)=(a—a)(x—b)... (a —l), les nombres a, 
b, ..., / étant différents, la condition pour que la formule de décomposition 


oe, ‘ , (z) : : : 
en éléments simples de la fraction ea ne contienne aucune fraction simple 
o(2)]? 
‘ 


9 


A Ne 13 
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dont le dénominateur soit du premier degré est que le polynome 
J’ (a)e'(x) —f(x)o(x) 
soit divisible par 9(2). 
69. Déterminer un polynome g(z’) du troisiéme degré au plus qui, pour les 
valeurs données a, & de la variable, prenne des valeurs données A et B, tandis 


que sa dévivée prend les valeurs aussi données A‘ et B’. 
La solution résulte immédiatement de la formule 


g(z) ela) 1 g'(a)(a— b6)—28(a) I 
(@—a)?(~@— 6b)? (a—b)? (a@—ay (a — b)3 Z—a 
&(b) 1 AOC ED Serr 
"(a— bP (2 — 6) ~ (a — b)3 a—b 


Généraliser le probleme posé et sa solution. 


70. En supposant que les n + p nombres 
Yin, Cb acon Gi, Chig ido acts ip 
soient distincts et en posant 
SIGE) G8 = GaN BG) go5 (GP = Gig) 
(£2) = (@ — % )(2—42)...(%— ap), 


montrer qu'il existe un systéme de polynomes F(a) et ®(#), et un seul, dont 
le premier soit de degré inférieur a n et le second de degré inférieur a p, tels 
que l’on ait identiquement 


F(x )o(v)+ &(x)f(£) =1; 
montrer qu’on peut obtenir ces polynomes en décomposant la fraction 


if 
S(%)9(@) 


en fractions simples. 


71. En regardant x, ay, @,, %,, 4 comme des variables et en posant 


J( 2) =(2#— a1)(% — 2), o(4%)=(@#— %)(x% — a2), 


A =(41— @) (4 — a2) (42— a, )(42— 2), 


il existe des polynomes F(a), P(x), en x, a, a2, %, 42, du premier degré 
en x, tels que l’on ait identiquement, en a, a4, a2, %, &, 


F(@)9(v)+ ®(x) f(x) =A. 


Cet énoncé se généralise facilement : la démonstration générale peut se 
faire au moyen de l’exercice précédent et d’une identité établie au n° 68. 
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72. Considérons Véquation 


Lay + a')x? + (by + 6')2+ cy +c = 0; 


a chaque valeur 2 de x correspond une valeur y' de y telle que l’équation 
soit vérifigée pour «= 2', y = y'; réciproquement, si l’on donne a y la va- 
leur y’, Véquation du second degré en w@ admet la racine a’ et une seconde 
racine 2” que l’on peut faire correspondre a x’. Montrer qwil y a une relation 


involutive Az a’ +- B(a’-+-a2")4+- C= 0 entre 2’ et 2”. Exprimer A, B, Cau 
moyen de a. 6, c, a, 0', c’. 


—— 06 0@ 
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PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 


§ 4. — DEFINITION ET RECHERCHE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 


70. Sauf dans le n° 81, les polynomes que l’on considérera dans le 
préseni Chapitre seront des polynomes a une seule variable, que l’on 
désignera habituellement par 2. 

La recherche des polynomes qui divisent exactement un polynome, 
ou, comme on dit, la recherche des diyiseurs d’un polynome est un 
des problémes les plus importants de l’Algébre : en particulier, la 
recherche des diviseurs du premier degré revient a la recherche des 
racines de ce polynome (n° 37, 38). 

Si cette derniére recherche est difficile, il est au contraire aisé de 

Si cette de echerche est difficile, il est t d 
ramener la recherche des diviseurs communs a plusieurs polynomes 
donnés, c’est-a-dire des polynomes qui divisent a la fois ces polynomes 

, Be I pory 
donnés, a la recherche des diviseurs d’un seul polynome, auquel on 
donne le nom de plus grand commun diviseur des polynomes 
donnés. 

On est ainsi conduit a une théorie toute pareille a celle que lon 
fait en Arithmétique, sur le plus grand commun diviseur de deux ou 
plusieurs nombres entiers donnés, théorie qui, comme on sait, con- 
duit naturellement a des propositions capitales concernant la divisi- 
bilité. Il en sera de méme en Algébre. 

Il est clair que, si le polynome B est un diyiseur du polynome A, 
e polynome B multiphé par une constante quelconque non nulle 
le poly B luphé | tante quel | ll 
sera encore un diyiseur de A; on ne distinguera pas, dans ce qui suit, 
entre deux pareils diyiseurs, qui ne different que par un facteur 
constant : ils seront regardés comme le méme diviseur. 
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71. Occupons-nous maintenant de la recherche des diviseurs com- 
muns a deux polynomes donnés A et B, pour prouver que ces divi- 
seurs sont les mémes que ceux d’un certain polynome. 

Si B divise A, en sorte que l’on ait A = BQ, en désignant par Q 
un polynome en a, il est clair que tout polynome qui divise B 
divise BQ ou A; en sorte que les diviseurs communs a A et a B sont 
les mémes que les diviseurs de B; tout est ramené a la recherche des 
diviseurs de B. 

Si B ne divise pas A et est d’un degré inférieur ou égal au degré 
de A, la division de A par B, ausens du n° 51, conduit a une identité 
de la forme A= BQ +R, ot Q est le quotient et R le reste, de 
degré inférieur au degré de B. 


Les diviseurs communs & A et a B sont les mémes que les divi- 
seurs communs a Bet aR. 


En effet tout diviseur de A et de B est un diviseur de A et de BQ, 
done un diviseur de A — BQ ou de R; tout diviseur de B et de R est 
un diviseur de BQ et de R, done un diviseur de BQ + R ou de A. 
Les diviseurs communs a A et A B sont communs a B et a R; les divi- 
seurs communs a B et a R sont communs a A et a B; les diviseurs 
communs a A et a B sont les mémes polynomes que les diviseurs 
communs a Beta R. 

Le probléme est ramené a un probléme plus simple, puisque R est 
de degré inférieur au degré de B et, par suite, au degré de A. 

Si R ne divise pas B, la recherche des diviseurs communs a R et 
a B se raméne de méme a la recherche des diviseurs communs a R et 
au reste R, de la division de B par R; celle-ci, lorsque R, ne divise 
pas R, se raméne a la recherche des diviseurs communs a RA, et au 
reste R, de la division de R par Ry, et ainsi de suite. 

Si R divise B, les diviseurs communs a B et a R et, par suite, les 
diviseurs communs a A et a B, sont les mémes que les diviseurs de R; 
si c’était R, qui divisat R, les diviseurs communs a R, et a R, les divi- 
seurs communs aR eta B, les diviseurs communs a B et a A, seraient 
Jes mémes que les diviseurs de R,; d'une facon générale, dés que l’on 
trouve un reste R, qui divise le reste précédent R,_,, Vopération est 
terminée : les diviseurs communs a A et a B sont les mémes poly- 
nomes que les diviseurs de Ry. 

On finit d’ailleurs par trouver un reste R, qui divise le précédent, 
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puisque les degrés des polynomes B, R, Ry, Ra, ... vont en diminuant 
au moins d’une unité a chaque fois; il est impossible qu’on puisse 
faire plus de divisions quw’il y a d’unités dans le degré de B : le degré 
dun reste ne peut tomber au-dessous de o; ou bien on trouvera un 
reste, contenant effectivement x, qui divisera le précédent; ou bien 
on arrivera a un reste constant, non nul, dont on peut dire qu’il 
divise exactement le précédent; dans ce cas, les polynomes qui 
divisent a la fois A et B, devant diviser une constante, ne peuvent étre 
eux-mémes que des constantes ; 4 proprement parler, A et B n’ont pas 
de diviseurs communs, on dit qwils sont premiers entre eux. 

Dans tous les cas, le polynome R,,, le premier reste qui divise le 
reste précédent, jouit de la propriété annoncée : les diviseurs com- 
muns a A et A B sont les mémes polynomes que les diviseurs de Ry. 
I est le seul polynome qui jouisse de cette propriété, car un autre 
polynome S, qui jonirait de cette propriété, devrait diviser R,, et étre 
divisible par R,; il ne pourrait étre d’un degré supérieur au degré 
de R,, ni de degré inférieur; il serait de méme degré; le quotient 
de la division de S par R, se réduirait & une constante, S serait 
identique a R,, a un facteur constant pres. 

Tout polynome qui divise A et B devant diviser R, est au plus du 
méme degré que R,,; s’il est du méme degré que R,, il lui est iden- 
lique a un facteur constant pres. 

Le polynome R,, trouvé par la méthode précédente, est le poly- 
nome du plus haut degré possible qui divise A et B; c’est pour cette 
raison qu’on l’appelle le plus grand commun diviseur de A et de B. 

Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynomes 
donnés A, B, dont le premier est de degré au moins égal au degré 
de B, on divise le premier par le second, puis le second par le reste 
obtenu dans la premiére division, puis ce reste par le reste de la deu- 
xiéme division, puis le reste de la deuxiéme division par le reste de 
la troisieme, et ainsi de suite : le premier des restes qui divise le 
reste précédent est le plus grand commun diviseur des deux poly- 
nomes proposés. Lorsque les deux polynomes A, B sont premiers 
entre eux, leur plus grand commun diviseur est une constante quel- 
conque, non nulle. On choisit d’ordinaire cette constante égale a 1. 


72. La remarque suivante, qui concerne la nature des coefficients 
du plus grand commun diviseur de deux polynomes A, B, est, dans 
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certaines parties de l’Algébre, d’une importance capitale : dans une 
division, les coefficients, soit du quotient, soit-du reste, se déduisent 
des coefficients du dividende et du diviseur par des combinaisons 
d@additions, soustractions, multiplications, divisions effectuées soit 
sur les coefficients, soit sur les résultats d’opérations de la méme 
nature déja effectuées sur ces coefficients; il en sera de méme des 
coefficients du plus grand commun diviseur, qui n’est que le dernier 
des restes d’une suite de divisions : c’est ce qu’on exprime en disant 
que les coefficients du plus grand commun diviseur sont composés 
rattonnellement avec les coefficients des polynomes donnés, parce 
que les opérations précédemment énumérées sont qualifiées de ration- 
nelles, par opposition a celles des opérations qui ne peuvent pas se 
réduire a une suite d’additions, de soustractions, de multiplications 
et de divisions, en nombre fini. 

Par exemple, si les coefficients des polynomes A, B sont des 
nombres rationnels, il en sera de méme des coefficients du plus 
grand commun diviseur. Si, en particulier, celui-ci est du premier 
degré, c’est que les deux polynomes A, B auront une racine commune, 
qui sera un nombre rationnel : on obuendra cette racine par la réso- 
lution de l’équation du premier degré obtenue en égalant ao le plus 
grand commun diviseur. 

Si les coefficients des polynomes A, B sont des nombres irrationnels 
de la forme « + 8 \/2, ot. a, 8 sont des nombres rationnels, les coeffi- 
cients du plus grand commun diviseur sont aussi de la méme forme ; 
puisqu’il en est évidemment ainsi des nombres obtenus en ajoutant, 
retranchant, multipliant des nombres de la forme précédente, ou 
encore en divisant deux pareils nombres : ona, en effet, 


xt ova _ (4+ BV3) (a'—B'V5) 


ca kar se UD 
a’ + Bi /a ep 


73. L’opération décrite au numéro précédent peut étre un peu 
simplifiée par la remarque suivante : dans chaque division, c’est le 
reste, non le quotient, qui importe; il n’y a pas d’inconvénient 
a fausser le quotient. D’autre part, quand on multiplie, le dividende 
d’une division par une constante, sans toucher au diviseur, on multi- 
plie le quotient etle reste par ce facteur constant. Cette remarque est 
utile si on veut éviter les dénominateurs dans les coefficients du 
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quotient et du reste (n° 55, note); on peut l’utiliser au cours d’une 
division, et multiplier, ou diviser un reste partiel par un facteur 
constant, quitte a fausser le quotient. 

Si, toutefois, on veut conserver aux coefficients du plus grand 
commun diyiseur la propriété établie au numéro précédent, il importe 
de n’employer comme multiplicateurs que des nombres qui soient 
composés rationnellement avec les coefficients des polynomes pro- 
posés. 

Les calculs pour la recherche du plus grand commun diviseur entre les poly- 
nomes 

2x2'*— 823+ 9x?— 4x4, xv'— 323—272?— 4x 8 


sont faits ci-dessous tout au long; en suivant. ces calculs, le lecteur reconnaitra 
qu’on a faussé les quotients, en multipliant ou divisant certains restes par des 
facteurs numériques. 


20'— 823+ 922?—4xr+ 4 avt'— 323+ 2%°—jxrt+ 8 


—22'+ 6273— 42274 8x4 —16 D 


— 2273+ 5H?+ 4x —12 


20*-—623+ 4a2?— 8x44 16 223— 5a? —f4a+12 
— 20+ 5x3 fhao?— 12" x—t 
— w+ 822— 204+ 16 


— 223+ 1672— fox + 32 


+ 2x3 5 ao 4v+ 12 


11.7?— f{haot hy 


w— fer 4 
2039—5e72+ 4a +12 w-—harh 
—273+ 82s*— 824 22% +3 


322— 12% +12 


—3u%+ 1242 —12 


Le plus grand commun diviseur cherché est 7?— 47 + 4 = (x — 2)?. 
Dans l’exemple suivant, relatif au plus grand commun diviseur entre les 
polynomes 23+ px + q, 34? p, les divisions sont faites réguliérement : on 
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suppose p différent de o. 


GOS O08 se Ci] DG =D 
ae i 
oO o 
apr 
=e q 
3 x? + p frag 
Se jeeea) te, UG cele 
2p | 2p h p? 
Q 
sede, ep 
2?P 
Bay 
Es 279 
2p 4 p2 


Wyse DG] 


Ap 


Sile nombre 4p?+ 27g? west pas nul, les deux polynomes sont premiers entre 
iP 


eux; sil est nul, leur plus grand commun diviseur est --2 + q. Si p était 


3 


nul, il est manifeste que les deux polynomes proposés ne pourraient avoir de 
diviseur commun que sig était nul; dans ce cas le diviseur commun serait 2? : 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynomes aient un 
diviseur commun dépendant de & est 4 p3?+ 27qg?=0. 

Soit encore a chercher le plus grand commun diviseur de v*—1 et de v8 —1; 
on sait trouver le reste de la division de x*—1 par #8—1; en appliquant la 
régle donnée au n° 34, on voit de suite qu’on est conduit a faire sur les 
nombres naturels z, 8 les opérations relatives a la recherche du plus grand 
commun diviseur de ces deux nombres, au sens de l’Arithmétique. Si 6 est ce 
plus grand commun diviseur, z¢—1 est le plus grand commun diviseur algé- 
brique de z*—1 et de eB—1. 


74. Si lon considére trois polynomes A, B, C, on peut, dans la 


recherche des communs diviseurs a ces polynomes, remplacer deux 


) 
d’entre eux, A et B par exemple, par Jeur plus grand commun divi- 
seur A; les diviseurs communs a A, B, C seront les mémes que les 
diviseurs communs aux polynomes A, C, puisque les diviseurs 
communs a A, B sont les mémes que les diviseurs de A; les diviseurs 


communs a A, C sont les mémes que les diviseurs du plus grand 
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commun diviseur A’ de A et de C; les diviseurs communs a A, B, C 
seront donc les mémes que les diviseurs de A’; il y a donc un poly- 
nome A’ dont les diviseurs sont les mémes que les diviseurs communs 
a A, B, C; ce polynome, évidemment unique d’aprés les raisonne- 
ments précédents, est, par définition, le plus grand commun diviseur 
des polynomes A, B, C. 

Du cas de trois polynomes, on passe a celui de quatre, cing, etc. 
Etant donnés des polynomes A, B, ..., L en nombre quelconque, il 
existe un polynome (leur plus grand commun diviseur) tel que les di- 
viseurs de ces polynomes soient les mémes que les diviseurs de ce 
plus grand commun diyiseur. 

Pour Vobtenir on peut remplacer tels des polynomes donnés que 
Pon veut par leur plus grand commun diviseur A, et chercher ensuite 
le plus grand commun diviseur de A et des polynomes que l’on a 
laissés de cdté. Comme on sait trouver le plus grand commun divi- 
seur de deux polynomes, on sait trouver le plus grand commun diyi- 
seur de trois, quatre, etc., polynomes. 

Quand le plus grand commun diviseur des polynomes A, B, ..., L 
est une constante (l’unité si Von veut), on dit que ces polynomes sont 
premiers entre eux, dans leur ensemble. On dit quils sont premiers 
deux a deux, quand chacun des polynomes est premier a chacun des 


autres. 


§ 2. — PROPRIETES DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. DIVISIBILITE. 


75. Sv A est le plus grand commun diviseur des polynomes A, B, 
et st Gest un polynome quelconque, le plus grand commun divi- 
seur des polynomes AC et BO est AC, 


La proposition est évidente si B divise A; dans le cas contraire, re- 
prenons les notations du n° 71; et supposons que les restes successifs, 
dans lopération du plus grand commun diviseur, soientR, Ry, ..., Rr, 
le dernier reste R, étant le plus grand commun diviseur. Le reste de 
la division de AC par BC sera RC (n° 52); le reste de la division 
de BC par RC sera Ry, C, etc.; tous les restes sont multipliés par C, 
le dernier reste R,C sera le plus grand commun diviseur de AC 


et de BC. 
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Std est le plus grand commun diviseur des polynomes A, B, 
si Gest un polynome qui divise a la fois \ et B, et si Von désigne 
par A’ et Bi les quotients de la division de A et B par C, le poly- 
nome A sera divisible par C, et le quotient A’ sera le plus grand 
commun diviseur entre A’ et B’. 


Conservons en effet les méme notations, pour ce qui concerne les 
polynomes A, B; R sera divisible par C (n° 52) et le quotient R’ sera 
le reste de la division de A’ par B’; B et R étant divisibles par C, 
R, sera divisible par C, et le quotient R’ sera le reste de la division 
de B’ par R’, etc., tous les restes seront divisés par C, le dernier 
reste R, sera comme les précédents divisible par C et le quotient Ri, 
sera le dernier reste dans la recherche du plus grand commun divi- 
seur de A’ et de B’; c’est ce qu'il fallait établir. 

On énonce ces deux propositions sous une forme un peu abrégée 
en disant :. 


Quand on multiplie ou que Von divise deux polynomes par un 
troitéme, le plus grand commun dictseur des deux premiers po- 
/ynomes est multiplié ou divisé par ce trotsieme polynome. 


Ce théoréme s’étend de suite & un nombre quelconque de poly- 
nomes. 

En particulier les quotients de deux ou plusieurs polynomes par 
leur plus grand commun diyiseur sont premiers entre eux, puisque 
le plus grand commun diviseur de ces quotients est 1. 

Si les polynomes A, B, C, ... sont premiers entre eux, les produits 
de ces deux polynomes par un polynome P ont ce polynome P pour 
plus grand commun diviseur. En effet, puisque les polynomes A, B, 
C, ... sont premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur 
est 1, le plus grand commun diviseur des polynomes AP, BP, CP, ... 


est donc P. 


76. Sc C est un polynome premier au polynome B, le plus 
grand commun diviseur des deux polynomes et Best le méme 
que le plus grand commun diviseur des polynomes \C et B: En 
@ autres termes, onne change pas le plus grand commun divtseur 
de deux polynomes en multipliant Cun deux par un polynome 
premier a Vautre. 
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Soient en effet A le plus grand commun diviseur de A et de B, 
A’ le plus grand commun diviseur de AC et de B; il faut prouver que A 
est le méme polynome que A’; or A, divisant A et B, par suite AC et B, 
divise leur plus grand commun diviseur A’; il suffit done de prouver 
que A’ divise A, c’est-a-dire A et B. On sait déja qu’il divise B; il 
suffit de prouver qu’il divise A : on y arrive en faisant intervenir l’hy- 
pothése d’aprés laquelle C est premier a B, en sorte que B et C ont 1 
pour plus grand commun diviseur : AB et AC ont donc A pour plus 
grand commun diviseur : A’ qui divise AC et B, done AC et AB, divise 
leur plus grand commun diviseur A. 

Le plus grand commun diviseur de AC et de B étant le méme que 
le plus grand commun diviseur de A et de B, on peut dire encore : 


On ne change pas le plus grand commun diviseur de deux poly- 
nomes quand on divise Vun deux par un polynome premier a 
autre ; il est sous-entendu que la division se fait exactement. 


77. Le théoreme du numéro précédent content deux cas particu- 
liers importants, celui ot B divise AC et se trouve ainsi étre le plus 
grand commun diviseur de AC et de B et celui ot B est premier a A. 

Dans le premier cas, B étant le plus grand commun diviseur de AC 
et de B, qui estle méme que celui de A et de B, doit diviser A. 


En d’autres termes : 


Stun polynome B divise le produit AGde deux polynomes A, C 
et silest premier avec Vun d’eux C, il divise Vautre A. 


\ 


Dans le second cas, B étant premier a A, le plus grand commun 
diviseur des deux polynomes AC et Best 1, comme celui des poly- 


nomes A et B. En d'autres termes : 


Si les deux polynomes A ct G sont premiers au polynome B, tl 


en est de méme de leur produtt. 


Ce dernier théoréme s’étend immédiatement : si un polynome P 
est premier aux polynomes Q, Q,, Qs, ..-, Qn, il est premier au pro- 
duit QQ, Q,...Qy3 car étant premier a Q et a Q,, il est premier au 
produit QQ,; étant premier aux polynomes QQ, et Q, il est premier 
a leur produit QQ, Qs, puis au produit QQ, Q.Q3, ..., au produit 
QO;O3..:Q, : si chacun des polynomes'P, P,, P2ti-my Pest pres 
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mier achacun des polynomes Q, Q,, Qs, ..., Qu, le produit PP,...P», 
est premier au prodmt QQ,Q,...Q,, puisque ce dernier produit, 
étant premier a chacun des polynomes P, P,, Ps, ..., Pm, est premier 
anlear produit: PPPs. ..P,,. 

En particulier, si les polynomes P, Q sont premiers entre eux, il 
en est de méme de P” et de Q”, en désignant par m, n des nombres 
naturels. 


78. Plus petit commun multiple. — Le lecteur n’a pas manqué de 
reconnaitre lidentité de ces raisonnements avec ceux de |’ Arithmé- 
tique. Je me contente de signaler les théorémes suivants dont la dé- 
monstration peut encore se copier sur celle des propositions analogues 
de P Arithmétique. 

Si un polynome P est divisible séparément par deux ou plusieurs 
polynomes premiers entre eux deux 4 deux, il est divisible par leur 
produit. 

Si les polynomes A, B, ..., L sont premiers entre eux deux a deux, 
tout polynome divisible par chacun de ces polynomes, ou, comme on 
dit, tout multiple commun de ces polynomes est, d’aprés ce que l’on 
vient de dire, un multiple de leur produit. On peut dire encore 
que les multiples communs des polynomes A, B, C, ..., L sont les 
mémes que les multiples du polynome produit ABC... L. 

Quels que soient les polynomes A, B, ..., L, il existe un poly- 
nome M tel que les multiples communs des polynomes A, B, ..., L 
soient les mémes que les multiples de M. En d’autres termes, les 
polynomes divisibles a la fois par A, B, ..., LL sontles mémes que les 
polynomes divisibles par M; ce polynome s’appelle le plus petit 
commun multiple des polynomes A, B, C, ..., L; a supposer qu’ik 
existe, ce polynome M est évidemment seul a jouir de la propriété 
qui le définit : car, si un autre polynome M’ jouissait de la propriété 
qui définit M, M’ devrait étre divisible par M et M par M’, 

Pour établir Vexistence du plus peut commun multiple, on pro- 
céde encore comine en Arithmétique : 

On établit cette existence dans le cas de deux polynomes A, B, et 
Pon prouve, en désignant par A leur plus grand commun diviseur, que 
les multiples communs de A, B sont les mémes que les multiples du 


ie Bere mere cat le plus Ocul comin titiple: dé A 
po ynome ae qui, a Ns, Ss e Pp iS pe 1 commun L Pp € One ) re 
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Les communs multiples de trois polynomes A, B, C sont les mémes 
> 
- et de C, ou que les multiples du 


que les multiples communs de 


plus petit commun multiple de ces deux derniers polynomes; on 
conunue ainsi. Au reste, en général, on peut, dans la recherche du 
plus petit commun multiple de plusieurs polynomes, remplacer tels 
polynomes que Von veut par leur plus petit commun multiple. 


79. Fractions rationnelles. — J’ajoute quelques mots concernant 
les fracuons dont les termes sont des polynomes en x. 


Deux fractions rationnelles en x, : et a sont dites ¢dentiques 
lorsqu’elles prennent les mémes valeurs pour toutes les valeurs de x 
qui n’annulent pas Bou B’; Végalité AB’= A’B devant alors avoir 
lieu pour une infinité de valeurs de z, doit étre une identité (n° 33) : 
qwil en soit ainsi, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que 


les deux fractions proposées soient identiques. 


> : A Z ; EBS ys 9 : 
Une fraction B’ rationnelle en x, est dite irréducuble, si les deux 
a) . 


polynomes A, B sont premiers entre eux. 

On peut toujours remplacer une fraction rationnelle par une frac- 
tion irréductible qui lui soit identique, en divisant le numérateur et 
le dénominateur par leur plus grand commmun diviseur, Une fraction 
rauionnelle en z ne peut étre identique a une fraction irréductible que 
si ses termes se déduisent respecuyvement des termes de cette dernicre 
en les multipliant par un méme polynome. 

La théorie de la réduction au méme dénominateur de deux ou plu- 
sieurs fracuons rauionnelles se transporte, & peu pres sans change- 
ment, de PArithmétique a PAlgébre. 


80. Polynomes premiers. — Pour continuer une théorie de la divi- 
sibilité paralléle a celle que lon développe en Arithmétique, il serait 
nécessaire d’introduire la notion qui correspond a celle du nombre 
premier absolu; toutefois, cette généralisation, si naturelle qu’elle 
soit, comporte quelques difficultés. \ 

S’il est, en effet, facile, au moyen d’un nombre fini dopérations, 
de reconnaitre si un nombre entier est ou non décomposable en fac- 
teurs, la recherche de la décomposition d’un polynome en un produit 


ale facteurs est beaucoup moins aisée : On peut dailleurs diriger cette 
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recherche dans des sens trés différents suivant la nature des nombres 
que Von admet comme pouvant étre les coefficients des polynomes 
diviseurs. On touche ici aun ordre didées qui a donné lieu & des 
développements considérables et dont je ne puis dire qu’un mot. 

Supposons par exemple que Von considére un polynome en x, a 
coefficients rauonnels : on peut convenir de dire que ce polynome est 
premier sil n’admet pas de diviseurs a coefficients rationnels. Le po- 
lynome x? — 2a —1, dans ces conditions, serait un polynome premier, 

Il ya toute une branche de l’Algébre, dont je ne m’occuperai pas 
ici, ot. Von s’occupe de la recherche des diviseurs d’un polynome 
donné, dont les coefficients sont composés rationnellement (n’ 72) 
au moyen de nombres fixés a l’avance. 

Je me bornerai ici a indiquer Pure des significations qu’on peut 
attribuer aces mots polynome premier, de maniére 4 montrer com- 
ment, en adoptant cette définition, on peut étendre la théorie de la 
divisibilité. 

Un polynome P dont les coefficients sont des nombres réels, d’ail- 
leurs quelconques, sera dit premier, s'il n’est divisible par aucun 
polynome de degré inférieur a lui, a coefficients réels, et ne se ré- 
duisant pas a une constante. 

Tel est évidemment un polynome du premier degré, ou un poly- 
nome du second degré qui n’a pas de racines réelles. On verra plus 
tard quwil n’y a pas d’autres polynomes premiers que ces deux-la, 
dans le sens qu’on vient de dire 

Quoi qu’il en soit, il est clair que si un polynome A, a coefficients 
numériques réels, n’est pas premier, il admet un diviseur premier; i 
admet en effet un diviseur B de degré inférieur @ lui; si B n'est pas 
premier, B admet un diviseur C de degré inférieur a lui; en conti- 
nuant de cette facon, puisque les degrés des polynomes A, B, G, 
yont en diminuant, il faudra qu’on parvienne a un diviseur premier. 

La détermination, exacte ou approchée, de ces diviseurs premiers 
est un probleme qui nous occupera ultérieurement. Quoi qu'il en 
soit, il est clair qu’un polynome qui n’est pas premier peut se dé- 
composer ghey produit de polynomes premiers. La décomposition 
ne peut se faire que d’une seule facon si l’on convient, comme on l’a 
fait déja, da ne pas distinguer entre deux diviseurs qui ne different 
que par un facteur numérique. 

La démonstration est la méme qu’en Arithmétique et repose sur ce 
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fait qu’un polynome premier est premier a tout polynome qu’il ne 
divise pas et ne peut par conséquent diviser un produit de plusieurs 
polynomes sans diviser l’un d’eux. 

Lorsque deux polynomes A, B sont décomposés en facteurs pre- 
miers, on sait reconnaitre immédiatement si Pun est divisible par 
Vautre, ou non. 

Les régles que l’on donne en Arithmétique pour la composition 
du plus grand commun diviseur ou du plus petit commun multiple 
de deux ou plusieurs nombres décomposés en facteurs premiers 
s’étendent évidemment a l’Algébre. 


§ 3. — POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 


81. Je joindrai a ce qui précéde quelques indications rapides sur la fagon 
dont la théorie de Ja divisibilité s’étend aux polynomes a deux variables x, y. 

Ona expliqué au n”’ 58 comment on pouyait reconnaitre si un polynome /(2, y)} 
a deux variables était ou non divisible par un autre polynome g(a, y) a deux 
variables. Les propositions qui suiyent sont évidentes. 

Si le polynome /(a, y) est divisible par le polynome g(2, y), il en sera de 
méme du produit du polynome f(a, v) par un polynome quelconque en a, y. 
Si deux polynomes f(z, v7), fi(v, y) sont divisibles par le polynome g(x, 7), 
il en est de méme de leur somme, ou de leur différence. 

Conyenons de dire qu'un polynome a deux variables 2, vy, ordonné par rap- 
port aux puissances de y, est primitcf (1), quand les polynomes en x, coeffi- 
cients (2) des diverses puissances de y dans ce polynome ainsi ordonné, sont 
premiers entre eux dans leur ensemble. Puisqu’on sait trouver le plus grand 
commun diyiseur de plusicurs polynomes, on sait reconnaitre si un polynome 
donné en, y est primitif ou non, et, lorsqu il n’est pas primitif, le mettre sous 
la forme @un polynome primitif, multiplié par un certain polynome en a, qui 
nest autre que le plus grand commun diyiseur des coefficients des diverses 
puissances de y dans le polynome propose. 

Ceci posé, on montrera, comme au n° 53, que le produit de deux polynomes 
en w, y ordonnés suivant les puissances de y, et que l’on ordonne lui-méme 
suivant ces puissances, est primitif, ou non, suivant que les deux facteurs 
proposés sont, ou non, primitifs tous les deux. Dans le cas o4 ces deux poly- 


(*) Ce mot a été employé dans un autre sens au n° 50. Les polynomes en & tiennent 
ici le méme role que tenaient alors les nombres entiers. 

(7) Parmi ces coefficients, il faut ranger le terme indépendant de y, le coefficient 
de y°, si on yeut. Il m’arrivera de dire, dans le méme sens, Jes coefficients du po- 
Iynome en y: il est bien entendu que ces coefficients sont, a la vérité, des polynomes 


en Z@. 
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nomes ne sont pas primitifs, le plus grand commun diviseur des coefficients 
des puissances de y, dans le polynome produit, est le produit des plus grands 
communs diviseurs des coefficients dans le premier facteur parle plus grand 
commun diviseur des coefficients dans le second. 

La démonstration, en effet, repose uniquement sur des notions et proposi- 
tions qui ont été transportées de la théorie des nombres entiers a celle des 
polynomes en a. Parmi ces notions figure la notion de polynome premier, 
que lon entendra comme au n° 80. 

.Cette proposition une fois établie, les conséquences s’en dérouleront comme 
au n° 55. Je me contente de les énoncer. 

Soient A, B des polynomes en a, y ordonnés par rapport aux puissances 
de y, et regardés comme des polynomes en y, dont les coefficients sont des 
polynomes en z. 

Soient A = aA’, B= OB’, en désignant par A’, B’ des polynomes primitifs 
et par a, 6 les plus grands communs diviseurs des coefficients des puissances 
de y dans A d’une part, dans B de l'autre. Si B divise A, le polynome a est 
divisible par le polynome 6, le polynome A’ est divisible par le polynome B’. 

Lorsque B est primitif, le polynome B ne peut diviser le polynome A sans 
diviser le polynome primitif A’. 

Lorsque A est primitif, B ne peut diviser A sans étre lui-méme primitif. 

En diyisant le polynome A par le polynome B, supposé primitif, on ne peut 
arriyer a un reste nul que si Jes coefficients du quotient sont des polynomes 
en x (et non des fractions rationnelles irréductibles ). 

Arrivons maintenant ala recherche des diviseurs communs aux polynomes A, 
B; désignons par C un tel diviseur. Posons A= aA’, B= 0B’, G=eC’ en 
conseryant les notations expliquées plus haut pour A, B et en désignant par ¢ 
le plus grand commun diviseur des coefficients de C, regardé comme un poly- 
nome en y. C’ est primitif. 

Puisque ¢C’ divise aA’ et 6B’; ¢ est un diviseur commun de a et de 6; C’ est 
un diviseur commun de A’ et de B’. 

On obtiendra done Jes diviseurs communs de A et de B en multipliant un 
diviseur commun des polynomes primitifs A’ et B’ par un diviseur commun 
de @ et de 6; puisqu’on sait former ces derniers diviseurs, la solution du pro- 
bléme posé est ramenée a la recherche des diviseurs communs de deux poly- 
momes primitifs. 

Je suppose maintenant que les polynomes A et B soient primitifs. 

Supposons que A soit, en y, de degré au moins égal au degré de Ben y. 
‘Si B divise A, il est clair que les diviseurs communs a A eta B sont les mémes 
que les diviseurs de B. 

Si B ne divise pas A, effectuons la division de A par B, les deux polynomes 
étant ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de y, ou plutot com- 
mencons, avant de faire cette division, par multiplier A par un polynome « 
choisi de maniére a éyiter les coefficients fractionnaires, ainsi qu’on Va ex- 
‘pliqué dans la note du n° 55; % représentait alors un nombre, c’est mainte- 
tenant un polynome en x, par exemple une puissance convenable du premier 


ie 14 
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coefficient de B. On arrivera a une identité de la forme zA = BQ +R, ou, 
dans Q et dans R, les coefficients des puissances de y sont des polynomes 
en 2; si R n'est pas primitif, mettons-le sous la forme 7 R’, ott R’ est primitf; 
on aura aA = BO +7R’. 

Un polynome en x, y, qui divise a la fois A, B, est nécessairement pri- 
mitif, quand on l’a ordonné par rapport a y; d’aprés Videntité précédente, il 
divise rR’, et, puisqwil est primitif, il divise R’; tout polynome en a, y qui 
divise A et B diyise aussi B et R’; un polynome en 2, y qui divise Bet R’ est 
primitif, il divise «A, donc A; les polynomes en 2, y qui divisent B et R’ 
divisent aussi A et B. 

Les diviseurs communs a A et a B sont les mémes que les diviseurs com- 
muns a Bet a R’. 

Il est manifeste que, si R’ ne divise pas B, on pourra continuer l’opération 
sur les deux polynomes B et R’, primitifs comme étaient A et B, et lon prou- 
vera ainsi l’existence d’un polynome primitif Rj, tel que les diviseurs com- 
muns de A et de B soient les mémes que ceux de Rj. 

Ce sera, par définition, le plus grand commun diviseur des polynomes A 
et B, supposés primitifs. 

Si les deux polynomes A, B métaient pas primitifs, on les mettrait sous les 
formes A = aA’, B= 0B’, -@ et 6 étant des polynomes en x, A’ et B’ des 
polynomes primitifs. En formant ensuite le produit du plus grand commun 
diviseur des deux polynomes a, 6 et du plus grand commun diviseur des 
polynomes primitifs A’, B’, on obtiendra un polynome dont les diviseurs sont 
les mémes que les diviseurs communs a A et a B; ce produit sera le plus grand 
commun diviseur de ces deux derniers polynomes. 

Cette notion une fois acquise, l’extension aux polynomes a deux variables 
de toute la théorie développée dans les n°’ 74, 75, ..., 80 se fait sans aucune 
difficulté. Et cette théorie, par voie dinduction, s’étend ensuite aux poly- 
nomes a trois, quatre, ... variables. 


§ 4. — CONDITION POUR QUE DEUX POLYNOMES EN x SOIENT PREMIERS. 
ENTRE EUX, POUR QUILS AIENT UN DIVISEUR DE DEGRE EGAL OU 
SUPERIEUR A UN NOMBRE DONNE. 


82. Sotent A, B deux polynomes en x et A leur plus grand 
commun diviseur : tl existe deux polynomes P,Q tels gue l’on ait 


identiguement 
PA QB == iN, 


Supposons, en effet, qu’on ait fait sur les polynomes A, B la suite de 
divisions qui conduisent au plus grand commun diyiseur (n° 71); ces 
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opérations se traduisent par la suite d’identités 

A=BQ+R, 1 — RQ,;+ Ry, sey R= Rr—1 Qn + Rn} 
R, Ry, ..., Ry, sont les restes successifs; le dernier R, =A divise le 


précédent R,_, : c’est le plus grand commun diviseur entre A et B. 
On en tire 


R= A= Oe 
Iho = pe IRC B— (A — BQ)Q;=— QiA + (QQ; +1)B. 


R et R, se mettent ainsi respectivement sous les formes 
R=pA+ qb, Ry=pidt+ qiB, 


P>d Pr qa lant des polynomes; en transportant ces expressions de 
Ret de R, dans le second membre de lidentité 


Ry == | Ri Qo, 
on met Ry sous la forme p, A + q2B, en posant 
P2= Pp — Q2pP1, gz2= M1— Qh, 


et lon peut évidemment continuer de proche en proche jusqu’a 
R, = A, que l’on mettra sous la forme voulue. 

Le cas ott les polynomes A, B sont premiers entre eux, en sorte 
que A se réduit a une constante que l’on peut prendre égale a 1, est 
particulierement intéressant : 


I] existe alors deux polynomes P, Q, tels que l’on ait identiquement 
() PA + QB=1; 


réciproquement, l’existence d’une telle identité prouve que les deux 
polynomes A, B sont premiers entre eux, puisqu’un diviseur commun 
a ces deux polynomes devrait diviser 1. 


Si Von applique la méthode précédente au second exemple (1) traité au 
n°’ 73, ot l’on avait 


A=a3+p2+q, B= 32?-+ p, 


(1) On ne pourrait l’appliquer au premier exemple, ou les quotients ont été faussés, 
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on trouvera 


ped = 2 P2) oe 4p?—gqu+ 6px? 
4p 97g? d =F (p> 27g? 


La méthode précédente permet de déterminer un couple de poly- 
nomes P, Q qui vérifient Videntité (1), lorsqu’on se donne les deux 
polynomes A, B premiers entre eux. On ya voir quil y en a une in- 
finité d’autres, aisés a trouver dés que l’on connait un couple, et qu’on 
peut s’arranger pour que le polynome qui multiplie A soit de degré 
inférieur au degré de B et que le polynome qui multiplie B soit de 
degré inférieur au degré de A. 

Si Pon désigne, en effet, par P’, Q’ deux autres polynomes, tels 
que lon ait 


(2) PA + Q'B=1, 


on en déduira, en retranchant membre a membre les identités (1) 
ei 2.)5 


(3) CE eB 


A doit diviser le second membre comme le premier; il est premier 
avec B, il doit done diviser Q’— Q; en d’autres termes, il existe un 
polynome A, tel que l’on ait identiquement Q’— Q =A, et, par 
suite, en remplacant dans lidentité (3) Q’— Q par dA, 


(P — P’)A = ABA; 


les deux polynomes qui multiplient A doivent étwe idenuques, comme 
les deux membres; on a donc identiquement P’— P = — 1B. Réci- 
proquement, si les deux polynomes P, Q vérifient lidentité (1) et si 
lon prend P’= P — 2B, Q’= Q + AA, en désignant par ) un poly- 
nome quelconque, les deux polynomes P’, Q! vérifieront Videnuté 
PA+ Q’/B=1. 

Si Pon veut que P’ soit de degré inférieur au degré de B, on doit 
prendre pour A le quotient entier de la division de P par B, P’ est le 
reste de cette division : Q’ est alors de degré inférieur au degré de A; 
car, autrement, le degré de Q'B serait supérieur au degré de P’A; 
dans le polynome P’ A + Q’B, le terme du plus haut degré proyenant 
de Q’B ne pourrait se réduire avec aucun autre, le résultat ne pour- 
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rait se réduire a1. Il résulte de la que, lorsque ). est le quotient de la 
division de P par B, — ) est le quotient de la division de Q par A. 

Ainsi, quand A et B sont premiers entre eux, il existe deux poly- 
nomes P’ et Q’, dont les degrés respectifs sont inférieurs aux degrés 
de Bet de A, et tels que l’on ait identiquement P’A + Q’/B=). Il 
résulte de ce qui précede, et il est aisé de montrer directement qu’il 
n’y a qu'un seul couple de polynomes a jouir de cette propriété. 

En fait, c’est aces polynomes, dont les degrés sont moindres que 
ceux de Bet de A, que l’on parvient par la méthode méme que l’on 
a expliquée, comme il est assez facile de le voir en comptant, a 
chaque opération, les degrés des polynomes auxquels on parvient. Je 
ne m’y arréterai pas. 


83. Supposons que les deux polynomes A et B, de degrés respec- 
tfs a et 8, alent un diviseur commun C de degré y; on aura identi- 


quement 
JN ses: LNG, Be Bae 


A’ et B’ étant des polynomes dont les degrés respectifs sont « — y et 
poly 8 I i 
6 — y, on en conclut l’identité 


BA — A'B = 0; 


réciproquement, si l’on a une identité de cette nature, les deux poly- 
nomes A’ et B’ étant de degrés respectifs « —y, 8 —y, on peut af- 
firmer que les deux polynomes ont un diviseur commun dont le degré 
est au moins égal a y ('). 

Supposons, en effet, d’abord, que les deux polynomes A’, B’ soient 
premiers entre eux; le polynome A’, en vertu de lidentité A’B = B’A, 
divise le produit B’ A, il est premier avec B’, il divise done A; soit C 
le quotient, en sorte qu’on ait A = A’C, C est de degré 


a—(a—y)=y¥; 


en remplacant dans Videntité précédente, et supprimant le facteur A! 
commun aux deux membres, on en conclut B = B/C. Les deux poly- 
nomes A, B ont un diviseur commun de degré y. Si A’ et B’ n’étaient 


(*) Quand on aura introduit les nombres complexes, il en résultera immédiate- 
ment l’existence d’un diviseur de degré y. 
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pas premiers entre eux, ils auraient un plus grand commun diviseur A 
de degré 6 au moins égal 41, et l’on pourrait poser A’= A”A, B/= BYA, 
A" et BY” étant de degrés respectifs « —y —6, 8—y— 4; en rem- 
placant A’ et B’ par les expressions précédentes dans Videntité 


A'B = BIA, et supprimant le facteur commun A, on obtient Videntité 
A’B = B'A; comme A’ et B” sont premiers entre eux, cette identité 
prouve l’existence d’un diviseur commun a A et a B de degré y + 6. 


84. Il convient d’établir la proposition précédente sous une forme un peu 
différente, dont tout Pintérét n’apparaitra que plus tard. 

Supposons que les coefficients des polynomes A et B, ordonnés suivant les 
puissances descendantes de x, contiennent un ou plusieurs paramétres va— 
riables représentés par des lettres; on est déja convenu de conserver le nom 
de polynomes en x ade pareilles expressions; quoique, 4 proprement parler, 
A, par exemple, ne soit pas le méme polynome (en 2) quand on attribue aux 
parametres qui figurent dans ses coefficients des systémes différents de va- 
leurs numériques, il est commode d’attribuer a l’expression A une sorte d’in- 
dividualité, de la regarder, si Von veut, comme un méme polynome a des états 
différents; ce que l’on vient de dire s’applique aussi bien a B. 

Dans ces conditions, il peut arriver que, pour certaines valeurs des para— 
métres, le degré de A, ou de B, s’abaisse, parce que les premiers coefficients 
sont nuls. Je suppose que les degrés de A et de B soient, en général, ~ et 6, 
mais quils puissent descendre au-dessous de ces nombres. 

Dans diverses circonstances, que l’on précisera plus tard, on est amené a 
regarder deux pareils polynomes dont les degrés s’abaissent respectivement 
aux nombres z—~z«', &— 8’ comme ayant, de ce fait, une sorte de diviseur 
commun dont le degré serait le plus petit des nombres @’, 8’, ou, si l’on veut, 
dont le degré serait le nombre des coefficients qui, a partir du premier, se- 
raient nuls a la fois dans les deux polynomes A, B; dans ce compte, il ne faut 
pas oublier les termes qui manqueraient dans A ou dans B, et qui doivent 
étre regardés comme affectés du coefficient o. 

Ainsi, les deux polynomes en & 


(m3 —-1) 73+ (m?—1)#3+- mz?+-34—f, 


(m —1)x>-+ (m2—1)av*+- (m3—1)v3— 247 +2, 


dont Jes coefficients contiennent le paramétre m, sont, en général, Yun du 
cinquiéme, l’autre du sixiéme degré; pour m =1, ils se réduisent l'un au se- 
cond, lautre au premier degré. Le premier doit étre regardé comme ayant 
trois coefficients nuls, au commencement, les coefficients de #5, de w', de x, 
le second comme ayant ses quatre premiers coefficients nuls, ceux de x8, x, 
a, 2. On aurait ici «= 5, $= 6.0 =3,, 04. 

Pour m=rn, les deux polynomes doivent étre regardés comme les ana- 
logues de polynomes ayant un diviseur commun du degré 3, du fait que dans 
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chacun d’eux les trois premiers coefficients sont nuls. D’ailleurs, pour m =1, 
les polynomes proposés deviennent respectivement 


2? +-32— hk =(%—1)(#+4), — 2(#—1), 


et ils ont encore le diviseur commun w—r1 qui est du premier degré. Dans 
Pordre didées que je viens d’expliquer, on les regarde comme les analogues 
de polynomes qui auraient un diviseur commun du degré 4 = 3-+1. 

Ces considérations prétent a une ambiguité de langage, qu’il faut éviter. 


D 


Convenons de dire, en général, que les deux polynomes A, B, dont les degrés 
respectifs sont inférieurs ou égaux aux nombres a, 8, ont un diviseur commun 
de degré rectifié y= y'+r quand ils ont un diviseur commun de degré 
vrai y’, et quand, en outre, si l’on désigne par a—a', §— 8’ Jes degrés vrais 
des polynomes A, B, le plus petit des nombres @’, 6’ est égal. a 7, en sorte qu’il y 
aurait 7 coefficients nuls au commencement de A et de B, si ces polynomes 
étaient écrits comme des polynomes complets de degrés a et 8. Ces conven- 
tions subsistent, méme quand y' sera nul, et que, ainsi, les polynomes A, B 
n’ont pas, a vrai dire, de diviseur commun, mais qu'il y a 7 coefficients nuls 
au commencement de A et de B, 

En adoptant ce langage, on peut remplacer le théoréme du numéro précé- 
dent par celui-ci : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynomes A et B 
aient un diviseur commun de degré rectifié au moins égal a y consiste dans 
Vexistence de polynomes A’, B' dont les degrés (vrais) soient égaux ou inférieurs 


aaz—vy, &—y, et tels que l’on ait identiquement 


A'B— B’'A=o. 


La condition est nécessaire : car, si les polynomes A, B ont un diviseur de 
degré rectifié y = 7’+ 7, c’est, d’une part, que dans l'un et dans l’autre les 
r premiers coefficients sont nuls, en sorte que leurs degrés vrais sont respec— 
tivement égaux ou inférieurs 8 ~—r, 8 —7r, et que, d’autre part, ils ont un 
diyiseur commun C de degré (vrai) 7’; dés lors, les degrés (vrais) des quo- 
tients A’, B’ obtenus en divisant ces polynomes par C sont au plus égaux a 


ea ee. (Phe ee 
ee hem LS) ei wl ae a 


ou a a—y, B— vy. Il en serait de méme, @ fortiori, si le degré rectifié du 
diviseur commun était supérieur ay’ +7. 

La condition est suffisante : supposons, en effet, que l’on ait identiquement 
A'’B — B’A = 0, et que les degrés (vrais) « — a’, 8 — 8” des polynomes A’ et 
B’' soient respectivement inférieurs ou égaux a%—*, P—vy, en sorte que lon 
ait a”=y, B=. Il suffira, dans la démonstration, de considérer le cas ott A’ 
et B’ sont premiers entre eux; car, sils ayaient un diviseur commun, on 
pourrait, comme au numéro précédent, les remplacer par des polynomes dont 
les degrés seraient moindres, et, par conséquent, moindres que % — ~, & — y. 
Si A’ et B’ sont premiers entre eux, lVidentité A’B = B’A implique l’existence 
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d'un diviseur GC commun a A et a B, le quotient de A par A’ ou de B par B’, 
dont le degré vrai est 


aa —(a— 4") = B — BiB — BY); 


le degré rectifié de C s’obtiendra en ajoutant a l'un ou a autre des nombres 
égaux 2”— 2’ ou $"— @' le plus petit des nombres a’, 6’: ce sera %”, si, par 
exemple, a’ est inférieur ou égal a 8’. Comme 2" est supérieur ou égal a y, la 
proposition est démontrée. 

On a supposé, sans le dire, que les polynomes A’, B’ qui vérifient Viden- 
uté A’B — AB’= 0 n’étaient pas nuls identiquement. Si tous les deux étaient 
identiquement nuls, il n’y aurait rien a tirer de Videntité A’B— AB'=o0, 
Si on supposait, par exemple, que A’ fat identiquement nul, mais non B’, 
VPidentité A’B — AB’= 0 entrainerait Videntité AB’= 0 et, par conséquent, 
Videntité A = o, puisque B’ nest pas identiquement nul. Les deux polynomes A 
et B, dont le premier est identiquement nul, pourraient étre regardés comme 
ayant le diviseur commun B de degré rectifié 8; puisque y ne peut dépasser 6, 
le théoréme subsiste, méme dans ce cas, en l’entendant comme on vient de 
Pexpliquer. 


EXERCICES. 


73. Chercher le plus grand commun diviseur des polynomes 
wt+ e3— 2?—2F—2, wt+27°4+ 32°?+24r4+1; 


quelles sont les valeurs de # qui annulent lun ou l’autre de ces polynomes ? 


74. Trouyer les racines communes aux deux polynomes 


vt—2~—axr+2, vt—hr3+6r?—5ar+29. 


75. Il résulte de l’exercice 45 que, si a@ est une racine de |’équation 


(1) Le 4- G2— 20 —1=0, 


les nombres a?— 2, (a@?— 2)?— 2 sont aussi des racines de cette équation. 
Peut-il arriver, en supposant toujours que @ soit une racine de ]’équation (1), 
que deux des nombres 


a, @—2, (a2?—2)?—2 


soient égaux? 
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Le nombre [(a@?— 2)?— 2]?— 2 est aussi une racine de l’équation (1); il est 
forcément égal a Pun des nombres a, a?— 2, (a?— 2)?— ». Auquel? 


76. Quel est le plus petit commun multiple des polynomes 


we—1, x>—1, wl2—1? 


77. Quel est le plus grand commun diviseur des deux polynomes 


(22?— 3a 4-2)? (#2 + 3H + 2)? (2?—1) (4+ 3), 


(x*—13)3(a?— 4)3 (x? + 2” — 3)? 


78. Si Pon désigne par Ay, Ae, ..., An, By, Bo, ..., B, des polynomes en a, 
le plus grand commun diviseur (ou le plus petit commun multiple) des poly- 
nomes 

AVIBo5 BNA Boa ooey, Nir B ine 
INo lrg UNIBa, “aban NA TB 


A OECE SNC  We Cer TeOsn) see oe eeey 


AS By Sell Demis Ae Dis 


est le produit du plus grand commun diviseur (ou du plus petit commun 
multiple) des polynomes Ay, Ay, ..., A,, par le plus grand commun diviseur 
(ou le plus petit commun multiple) des polynomes By, Bz, ..., By. 


79. Le plus grand commun diviseur des polynomes A? et B? est le carré du 
plus grand commun diviseur des polynomes A, B. 


80. En désignant par A, B, A’, B’ des polynomes, le plus grand commun 
diviseur des polynomes 


AA’, AB’+A’B, BB’ 


est le produit du plus grand commun diviseur des polynomes A, B par le plus 
grand commun diyiseur des polynomes A’, B’. 


81. Si A et B sont deux polynomes en x premiers entre eux, et g(a) un 
polynome quelconque, il existe deux polynomes A,, B, tels que Von ait iden- 
tiquement 

g(v) = B,A+ A,B 
ou 
gle) _ Ai i Bie 
AB A B 


C’est une conséquence immédiate de lVidentité (1) du n° 82, en multiphant 
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les deux membres par. g(a) et en posant 


‘ - eT 
Pe(w)=A,  Qe(w) =Bi. 
Si A, B, ..., L sont des polynomes en x, premiers deux a deux, et ¢(7) 
un polynome quelconque, il existe des polynomes Ay, By, ..., L,, tels que Pon 
ait identiquement 


$2. Quels que soient les polynomes g(a) et A, on peut mettre la fraction 
: G(r) ‘ ae 
rationnelle Bo ou « désigne un nombre naturel, et cela d'une seule facon, 


sous la forme 


Qa i hen 


! ed D} ~ 
AGG ght aiete Ste \ + E(a), 


oll a), @, ..., Ay—, désignent des polynomes en a, dont les degrés sont infé- 
rieurs a celui de A et ot. E(x) est le quotient entier de la division de g(x) 
par A® (voir Ex. 51). 

Si A, B, C, ..., L sont des polynomes premiers entre eux deux a deux 
et, 8, ..., A des nombres naturels, on peut mettre la fraction rationnelle 


E(az) 
— sous la forme 


A*BB... LA 


s(x) se PON Fs bet 
AxBeB... LA A v Aol «os IK 
by b, ; be 
T BB BB 1 Tere oO n\n 5 
TP A 6lon oa Guhclo iis ies) 6uléle) fei 'e Velies(® 
Ly l, res i 
i Mil ee ee 


dD 
de A, by, ..., 6g, des polynomes dont le degré est inférieur a celui 
GE, -GUCKO oe 


Que devient cette prop sition quand les polynomes A, B, ..., L sont du 


ou E(x) désigne le quotient entier de la division de g(a) par A%®B3...1A, 


et ol dp. ..., @y—1 sont es polynomes don le de est inférieur a celui 


Sa HRD 
premier degré ? 


83. Etant donnés le polynome g(a) @une part et, d’autre part, les poly- 
nomes 9(a#) et A, premiers entre eux, il existe un polynome a, de degré infé- 
rieur a A, et un seul, tel que g(x”) — a@9(a) soit divisible par A. 

&(x) 


Déduire de la que la fraction rationnelle —2-—— 
A% (2) 


» ou « désigne un nombre 


PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 219 


naturel, peut se mettre sous la forme 


EDS ied Go | 81(%) 
AE CNS AOR ONSEN eS A OK a) 0 o(a)” 


ou 21(&%), Ao, M4, ..., Ay—4 sont des polynomes en x dont les % derniers sont 
de degré inférieur au degré de A. I] nexiste qu'un seul syst¢me de polynomes 
E1(L), Lo, &, «++, Hy-4, Satisfaisant a cette derniére condition, tels que Véga- 
lité précédente soit une identité. 

En conclure une nouvelle démonstration de la proposition principale de 
Vexercice précédent, et montrer que, lorsqu’on se donne les polynomes g(x), 
A, Bis. <, et les nombres maturels «, 8, ..., A, la’ fraction 


Sie) 


A&BB... LA 


ne peut se mettre sous la forme indiquée que d’une seule facon, c’est-a-dire 
que les polynomes @, ..., @g—1, ---, 4-1 sont entiérement déterminés, en 
supposant que la condition relative au degré de ces polynomes soit vérifiée. 


84. Si A et B sont deux polynomes en # premiers entre ceux, il ne peut 
exister de polynomes en 2, y (dont lun ne se réduise pas a une constante) 
tels que leur produit soit identique a Ay + B. 


85. Si A, B, CG sont trois polynomes en a, premiers entre eux dans leur en- 
semble, et tels que le polynome B2— 4AC ne soit pas le carré d’un polynome 
en x, il ne peut exister deux polynomes en a, y (dont l'un ne se réduise pas 
a une constante) tels que leur produit soit identique a Ay?+ By + C. 


86. En désignant par 72 un nombre naturel, il y a deux polynomes (n° 82) 
J (a) et g(x) de degré m—r1, tels que Von ait identiquement, 


gi f(x) Set == aan) &(az) == 16 
montrer que “on a identiquement 
Fi—2y= 2); 2 (U2 (a). 


87. Si A est le plus grand commun diviseur des polynomes A, B, CG, ..., L, 


Hd 


il existe des polynomes A’, B’, C’, ..., L’ tels que lon ait identiquement 


ININT sit 1831 Bis (OLGA 


88. Si les polynomes Ay, Ay, Az; ont le méme plus grand commun diviseur 
que les polynomes B,, Bz, il existe des polynomes %, 4, %3, %4, %, 43, G1, Bo, 
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tels que lon ait 


B, = a; A; + aA, + a3 Az, 
By= a4, A, + 4,A.+ 23 Az, 
A, = 0,B, + 82.Ba. 
A,= 8, B,+ £5 Bp, 
A; = 8,B,+ 83B,; 


ar 


réciproquement, l’existence de polynomes 2, ..., 0) 
implique que les polynomes A;, As, Aj aient le méi 
diviseur que les polynomes By, By. 

Généraliser cette proposition. 


n 


vérifiant ces identités, 


e plus grand commun 
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§ 4. — DEFINITIONS : OPERATIONS SUR LES NOMBRES IMAGINAIRES. 


85. Les théories précédentes sont susceptibles de recevoir une ex- 
tension considérable par Vintroduction des nombres complexes (') 
ou imaginaires, dont je vais maintenant m’occuper. 

Ces nombres ont leur origine dans la résolution de Péquation du 
second degré. 

Soit 


Q) ax-+bx+c=o 


une telle équation, a coefficients réels. On sail que, si ces coefficients 
vérifient la condition 6?— 4ac >> 0, Véquation a deux racines dis- 
uinctes 


—btVb?— hac. 


(2) sal pp TS 

ces deux racines deviennent égales quand 6? — 4ac est nul; lorsque 
b?— 4ac est négatf, les formules (2) n’ont plus de sens, et il n'y a 
aucun nombre réel qui vérifie Péquation (1). 

Si, dans le premier membre de l’équation (1), on remplace x par 
Pune ou l'autre des expressions (2) et que l’on développe les calculs 
en remplacant le carré de \/b2— 4ac par b?— fac, on trouve identi- 
quement o; lorsque b?— jac est négauf et que, par conséquent, le 
calcul que l’on vient de décrire n’a pas de sens, peut-on attribuer 
quelque signification a ce résultat? 


(1) L’expression nombre complexe semploie dans un sens plus général gue celui 
qui sera défini dans le présent Chapitre. 
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Dans ce cas, 6? — 4ac peut s’écrire (—1)(4ac — 67); le facteur 
4ac — b? est positif. 
Lorsque «, 8 sont des nombres positifs, on peut écrire, en donnant 
aux radicaux leur signification arithmétique, ae = /a\/8. On a eu 
Pidée demployer la méme formule lorsque @ est négatif, plus parti- 


culiérement égal 4 — 1, et d’écrire 


(b2— hac= ~—1V hac — 8; 


le premier membre n’a pas de sens; dans le second membre, le fac- 


teur /—1 n’ena pas non plus; quoi qu'il en soit, les expressions (2), 


avec celle notation dénuée de sens, s’écrivent 


Ee aw fae eb? 


2a 


En remplacant, dans axz?-++ bx-+-c, x par lune ou lautre de ces 
expressions, en calculant, d’aprés les regles ordinaires, et en rempla- 
cant, dans le résultat, (\/—1)* par —1, on trouve encore 0; ce calcul 
n’a pas plus de signification que le précédent, dont au fond il ne dif- 
fere pas; mais il devient facile de lui en donner une. 

Le résultat de ce calcul peut en effet s’exprimer en disant que, si 
Von désigne par’z une variable réelle quelconque, et si ’on remplace, 


dans ax? + bx+-c, x par Vexpression 


POV ae 
z) 


2a 


quia une signification trés claire dans le cas ot nous nous placons 
(4ac — 6? > 0), le résultat, qui est évidemment un polynome du 
second degré en /, s’annule identiquement quand on y remplace ?? 
par — 1, c’est-a-dire (n° 53) qu'il est divisible par ¢?-+-1. Au reste, la 
vérificauion est immédiate et on trouve que I’on a, identiquement 
en.t; 

fac—b? 


ax bar-c= j (== 1), 


= 6 =1V hae oO: 


quand on remplace dans le premier membre x par 
2a 


Cette remarque, au premier abord, parait bien peu importante; 
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mais le lecteur soupconnera tout au moins sa portée en lisant laffir- 
mation suivante, qui est une des formes que Von peut donner A la 
proposition connue sous le nom de ¢héoréme fondamental de V Al- 
gebre et sur la démonstration de laquelle je reviendrai plus tard. 

Etant donné un polynome a deux variables x et ¢, dont les coeffi- 
cients sont des nombres réels, il existe un binome «+ 7, a coeffi- 
cients réels a et 8, tel que si, dans le polynome donné, on remplace x 
par %-+ 82, le résultat soit divisible par 7?-+-1. La proposition sub- 
siste quand, dans le polynome donné, tous les termes qui contiennent ¢ 
disparaissent, c’est-a-dire quand ce polynome se réduit a un poly- 
nome en x, A coefficients réels. 

Le simple énoncé de ce théoreme montre suffisamment que Pobser- 
vation faite sur le cas d’un trinome du second degré est loin d’étre 
isolée,. 

Si, par exemple, dans le polynome x?— 22+ 4, on remplace x 
par 1+ 2, il devient 


GQ+73—e2x1+i+4=8B43A+1+3 


=(#+1)(¢+3); 


en y remplacant de méme « par 1— ¢, il deviendrait évidemment 
(22+ 1)(—¢+ 3). Le polynome proposé devient divisible par 7+ 1 
quand on y remplace z par 1+ 7 ou 1— é. 

Ainsi, quand on remplace dans le polynome az? + ba +c, ota, 
b,c sont des nombres réels yérifiant la condition 4a¢ — 6? > 0, « par 
Shetty 4 uc 


, ou, dans le polynome v*— 244-4, x par 17, 
2a 


c’est le reste de la division par v?+-1 du résultat de la subsutution 
qui est nul, On sera en droit de dire que les polynomes s’annulent 
—ba ty hace 6 


respeclivement quand on y remplace x par > Ol 4 
PI 


par 1== 7, a condition de remplacer le résultat de la substituuon par 


CEIECSLEC? 


86. On est ainsi amené a développer des réegles de calcul relatives 
a des expressions de la forme a+ a't, ot.a et @ sont des nombres 
réels quelconques et ot ¢ désigne, pour le moment, une variable 
réelle, régles dans lesquelles les résultats obtenus d’abord en suivant 
les régles ordinaires du calcul algébrique sont systématiquement 


remplacés par les restes d’une division par ¢? +1. 


DX CHAPITRE VI. 


Les expressions de la forme a+ a'z, lorsque l'on convient de les 
soumettre a ces régles de calcul, prennent le nom de nombres com- 
plexes ou de nombres imaginatres. 


Regle générale. — Si l'on a a effectuer des additions, des sous- 
tractions, des multiplications sur des expressions de la forme a+ at, 
ot.a et a’ sont des nombres réels, on commencera par eflfectuer ces 
opérations, d’aprés les régles habituelles du calcul des polynomes, 
comme si Z désignait une variable réelle, puis on cherchera le reste de 
la division du résultat par 7?+-1; ce reste sera, par définition, le 
résultat des opérations a effectuer sur les expressions de la forme 
ata. 

Si le reste est nul, le résultat sera regardé comme égal a 0, 

On trouve, par exemple, un résultat nul quand on remplace x 
par 1+ ¢ ou par 1— Z dans le polynome x* — 27 + 4; c’est ce qu’on 
entend en disant que ce polynome admet les racines imaginaires 1+, 
1—v. On trouve encore un résultat nul lorsque, dans le polynome 
ax?+bx+c, ot. a, b, c sont des nombres réels vérifiant la condi- 
tion 4ac— b?>0, on remplace x par l'un ou lautre des deux 


nombres 


et cest ce qu’on entend en disant que, dans ce cas, l’équation 
ax*4+-bx +c =o admet deux racines imaginaires, dont l’expression 
est écrite plus haut. 

La lettre ¢ tient ainsi un role trés paruculier : dans un polynome 
ott elle figure a la place d’une variable, on ne s’inquiéte que du reste 
de la division par 2?+ 1; deux pareils polynomes sont regardés 
comme égaux quand les restes sont les mémes, ou, ce qui revient au 
méme, quand leur différence est divisible par ¢?+-1 ('). En particu- 
lier, un polynome en Zz est regardé comme égal a son reste, Plus parti- 
culierement le polynome 7? est regardé comme égal 4 —1, qui est 
le reste de la division de ¢? par 2?+-1. Dés que Von fait cette con- 


(') Cette définition de légalité satisfait aux trois conditions que doit vérifier toute 
définition de Végalité : un objet est égal a lui-méme; si un premier objet est égal a 
un second, le second objet est égal au premier; si deux objets sont égaux a un troi- 
si¢me, ils sont égaux entre eux. 
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vention, il est clair qu’on ne peut plus regarder la lettre comme une 
variable réelle. 

Il faut se garder, partout ot quelque confusion serait possible, 
Vemployer la lettre 7 avec le sens qu’on vient de spécifier et un autre 
sens, 

Un nombre imaginaire a + a’/ est défini quand on donne les deux 
nombres réels a, a’ au moyen desquels il est formé: ces deux nombres 
jouent un role tres différent; Pun a s’appelle la partie réedle du 
nombre imaginaire, l’autre a’ s’appelle le coefficient de ¢. 

Deux nombres imaginaires formés avec la méme partie réelle et le 
méme coefficient de ¢ doivent naturellement étre regardés comme le 
méme nombre imaginaire; si, dans les deux nombres, les parties 
réelles ou les coefficients de ¢ ne sont pas les mémes, les deux nombres 
sont distincts. 

En d’autres termes, deux nombres imaginaires a + a!t, b + 6't, ot 


5 
a, a', b, b' sont des nombres réels, sont dits égaux et l’on écrit 


a+q@i=b-+0't, 


lorsque lon a a=a', b=b' et seulement dans ce cas; l’égalité 
unique a+ ai = b+ b/i remplace en réalité deux égalités. 

Cette définition de Végalité de deux nombres imaginaires est la 
méme que celle qu'on a adoptée plus haut pour deux polynomes en z, 
puisqu’un binome a+ a'i, du premier degré en Z, est le reste de la 
division de ce binome par 7?-+1. 

Lorsque, dans l’expression a + a’t, le coefficient de ¢ est nul, on 
la confond avec le nombre réel a: les nombres complexes com- 
prennent donc les nombres réels comme cas particulier. De méme, en 
Arithmétique, une fraction dont le dénominateur est 1 est regardée 
comme la méme chose que son numérateur. 

Cette convention est légitime, puisque les calculs sur des nombres 
imaginaires dans lesquels les coefficients de ¢ seraient nuls, effectués 
dapreés la regle qu’on a donnée plus haut, se réduisent évidemment 
aux calculs effectués sur des nombres réels, d’apres les regles qui 
concernent ces nombres. Cette observation s’appliquera a la division 
quand on laura définie. 

Les nombres imaginaires comprenant les nombres réels, il est per- 
mis de dire un nombre, au lieu de dire un nombre imaginaire; cette 


Abe 19 
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convention, toute pareille a celle qu’on fait en Arithmétique quand 
on passe des nombres entiers aux fractions, est d’autant plus avanta- 
geuse qu’il est naturel d’opposer dans une certaine mesure les nombres 
imaginaires aux nombres réels, c’est-a-dire de sous-entendre, quand 
on parle d’un nombre imaginaire, que le coefficient de 7, dans ce 
nombre, n’est pas nul, 

Un nombre imaginaire dans lequel la partie réelle est nulle et qui, 
ainsi, est représenté par un symbole tel que a’z est dit purement 
imaginare. 

Lorsque la partie réelle et le coefficient de ¢ d’un nombre imagi- 
naire sont nuls l’un et l’autre, et seulement dans ce cas, le nombre 
imaginaire est dit nw/; on le représente par o. Cette convention est 
contenue dans celle qui fait comprendre les nombres réels dans les 
nombres imaginaires. 

Deux nombres imaginaires a + a1, a — a'i dans lesquels les par- 
ties réelles sont les mémes et les coefficients de ¢ des nombres symé- 
triques sont dits conjugués : deux nombres imaginaires conjugués 
ne peuvent étre égaux sans que les coefficients de ¢ soient nuls; un 


, 


nombre réel est son propre conjugué. 


Deux nombres imaginaires a + a’ 


t, —a—a'i dans lun desquels 
la partie réelle et le coefficient de ¢ se déduisent de la partie réelle et 
du coefficient de 7 dans l’autre en les changeant de signe sont dits sy- 
métriques. L’expression égaux et de signes contratres que l’on 
emploie quelquefois est incorrecte, puisque le signe d’un nombre 
imaginaire n’est pas quelque chose de défini('). Deux nombres symé- 
triques ne peuvent étre égaux que s’ils sont nuls l’un et l'autre. Deux 
nombres purement imaginaires conjugués sont symétriques. 


87. D’apres ce qu’on vient de dire, un nombre imaginaire est en- 
ticrement défini par deux nombres réels a, a qui jouent un role dis- 
tinct; rien n’empéche, si on le veut, de regarder la lettre ¢ comme un 
simple signe accolé a un des deux nombres a, a’ pour le distinguer 
de Pautre : on peut méme la supprimer et, au lieu de a + a’Z, écrire 


(*) Il y a enréalité dewzx signes a considérer : le signe de la partie réelle, le signe 
de la partie imaginaire. Toutefois, j’emploierai a l’occasion l’expression changer de 
signe un nombre imaginaire avec le méme sens que remplacer un nombre imagi- 
naire par son symétrique. 


NOMBRES IMAGINAIRES, 227 


par exemple (a, a’), en convenant d’écrire toujours le premier le 
nombre qui tiendra Je réle de la partie réelle et, le second, le nombre 
qui tiendra le rdle du coefficient de ¢; dans cette notation, le nombre 
réel a se représenterait par (@, 0), le nombre purement imaginaire a'i 
par la notation (0, a’), le nombre 7 par la notation (0, 1), le nombre o 
par la notation (0, 0). 

Le lecteur peut, s’il le veut, se représenter ainsi un nombre imagi- 
naire comme un couple de nombres réels, de méme qu’on peut, en 
Arithmétique, se représenter une fraction comme un couple de deux 
nombres entiers. Naturellement, sur ces nouveaux nombres (ces 
couples de nombres réels), toutes les définitions relatives a l’égalité, 
a addition, a la soustraction, a la multiplication, a la division doi- 
vent alors étre reprises lune aprés l’autre. Ce qui précéde suffit évi- 
demment a la définition de Pégalité. 

Quant aux opérations d’addition, de soustraction, de multiplica- 
tion sur les nombres réels ou imaginaires, je les définirai toutes par 
la régle du numéro précédent en insistant, pour chacune de ces opé- 
rations, sur la facon dont on calcule la partie réelle et le coefficient 
de ¢ dans le résultat. 

Rien n’empécherait de prendre chacune des regles particuliéres a 
laquelle je parviendrai ainsi comme la définition, au point de vue 
qu’on vient dindiquer, de l’opération correspondante, effectuée sur 
des couples de nombres réels, et d’établir ensuite les propriétés fon- 
damentales de cette opération, qui, pour nous, résulteront de la con- 
sidération des restes de la division par 72-1. 

Avant d’entrer dans le détail des opérations, je dois faire observer 
quwil n’y a aucun inconvénienta représenter par une seule lettre un 
nombre imaginaire : on s’est déja souvent servi d’une lettre pour dési- 
gner tout un polynome; il s’agira maintenant d’un polynome en 1, ou 
plutét du reste de la division de ce polynome par 7?-+-1. 


88. Addition et soustraction. — Etant donnés deux ou plusieurs 
nombres (réels ou imaginaires ) : 


A=a+a@i; B= 6-267; G=ece+¢'l, 


ou a, b,c, ..., a, 6', c; ... sont des nombres réels, on doit, pour 
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effectuer leur somme, faire la somme 
at+@i+tb+bi+e+ci+...=(a+bd+cer+...)+(a+b+e'+...)i, 


comme si 7 était une variable réelle, puis prendre le reste de la divi- 
sion par t?+-13; puisque la somme est du premier degré, au plus, 
en J, elle est précisément le reste cherché : la partie réelle de la 
somme est la somme des parties réelles; le coefficient de ¢ est la 
somme des coefficients de ¢. En se placant au point de vue du nu- 
méro précédent, ce serait la la définition de l’addition des nombres 
imaginaires. 

Par exemple, la somme des nombres 2 + 37, — 17, 4, 4i est } + 67; 
la somme des nombres 2/, 1— /¢, —Zest 1. 

[l est manifeste que, dans une somme de deux ou plusieurs nombres, 
on peut ranger les termes dans l’ordre qu’on veut, remplacer tels 
termes que l'on veut par leur somme effectuée, ajouter o a un nombre 
sans le changer, supprimer les termes qui se détruisent. On peut dire 
encore que l’addition des nombres réels ou imaginaires, pour laquelle 
on adopte le méme signe + que pour les nombres réels, obéit aux 


lois qu expriment les égalités qui suivent : 


A+B =B-+A, 
A+(B+C)=(A+8B)+(C, 
A+o0 = IN. 


qui constituent les propriétés fondamentales de laddition. 

Un nombre a + a't peut étre regardé comme la somme de sa partie 
réelle a et de sa partie (purement) imaginaire a’ /, 

La somme de deux nombres imaginaires conjugués est le double 
de la partie réelle de ces nombres. 

La somme de deux nombres symétriques (réels ou imaginaires ) 
est 0; la somme de deux nombres ne peut étre o que s’ils sont symé- 
triques. 

La différence A—B des deux nombres a+a'i, b+ bi est le 
nombre a— b+(a’— b')t; c'est le seul nombre qui, ajouté a B, 
reproduise A; elle est nulle si A est égal a B, et seulement dans ce 
cas. 

On peut affecter du signe + ou du signe — une lettre qui repré- 
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sente un nombre imaginaire; + A désigne le méme nombre que A, 
— A le nombre symétrique de A. 

Dans une expression telle que A— B+ C—D, les signes —, +, 
— peuvent étre regardés comme des signes d’opération : ona a retran- 
cher B de A, a ajouter C au résultat, puis a retrancher D; ces signes 
peuvent étre attachés aux lettres qui les suivent; l’expression précé- 
dente représente alors la somme des nombres A, — B, + C, —D; 
les deux significations sont équivalentes. 


89. Multiplication. — Pour faire le produit de deux ou plusieurs 
nombres, des nombres 


A=a+ai, B=6+50'1, G= cee cs, 


par exemple, on doit faire le produit des trois binomes, comme si ¢ 
était une variable réelle; on obtient ainsi 


abe +(a'bc+ab'ec+abe')ji+(abid+abed+abic)tRt+a bei; 


on a ensuite a chercher le reste de la division par ¢?+ 1, ou a rem- 
placer 7? par —1, 7? par — 7, ce qui donne 


(abe —ab'c'—a' bce —a'b'c)+(abe+ab'c+abe—a'b'c' Ji. 


On ne modifie pas le reste de la division par 2? 1 quand on inter- 
verut l’ordre des facteurs, ou que lon remplace deux ou plusieurs 
facteurs par leur produit effectué, ou encore par le reste de la division 
par ¢?+-1 de ce produit partiel : dans un produit de facteurs imagi- 
naires on peut interverur l’ordre des termes, grouper les facteurs 
comme on yeut. On ne change pas un produit en introduisant ou en 
supprimant un facteur égal a 1, ou en supprimant un groupe de fac- 
teurs dont le produit est égal a 1. 

Lorsque, dans un produit de nombres réels ou imaginaires, un fac- 
teur est nul, le produit est nul : car le polynome en ¢, obtenu en fai- 
sant la multiplication comme si é était une variable réelle, est divisible 
par 2?-+-1. 

Réciproquement, si un produit de facteurs est nul, l’un des facteurs 
est nul. En effet, dire que le produit des nombres imaginaires @ + @ ¢, 
6+ bi, c+ c'é, par exemple, est nul, c’est dire que le polynome en z 
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obtenu en développant 
(a+a't)(6+06't)(e+c't) 


comme si Z était une variable réelle, est divisible par ¢?-++ 1. Restons 
un moment a ce point de vue; si aucun des binomes a + at, b + 6't, 
c+ c'i n'est identiquement nul, c’est que chacun d’eux est premier 
avec /?-++ 1; il en est de méme de leur produit (n° 76), qui, ainsi, 
ne peut étre divisible par ¢?-+ 1; le produit ne peut done étre nul, si 
l'on se place au point de vue du calcul des nombres imaginaires. 

Pour multiplier une somme de deux nombres imaginaires A, B par 
un troisiéme C, on peut multiplier successivement les deux nombres A, 
B par C et faire la somme des produits. En d’autres termes on 
peut écrire, en employant pour les nombres imaginaires les mémes 
notations que pour les nombres réels, 


(A+ B)GC=AC-+ BC. 


L’égalité est en effet évidente, quand on effectue simplement les 
opérations sur les binomes a + a/t, b + b't,c + ct, comme si 7 était 
une variable quelconque (n° 33); les restes de la division par ¢? +1 
des deux membres sont les mémes; et le reste relatif au premier 
membre n’est pas changé quand on remplace A + B par son reste, le 
reste relatif au second membre n'est pas changé quand on y remplace 
A, B, C par leurs restes (n° 76). 

La proposition et la démonstration s’étendent au cas ot la somme 
content autant de termes qu’on veut; elle s’applique aussi bien a une 
différence qu’a une somme, puisqu’une différence peut étre regardée 
comme une somme. Elle s’applique en particulier a la multiplication 
d’un nombre imaginaire, 3 — 5¢ par exemple, par un nombre réel 
—2, ou purement imaginaire 372; le produit est dans le premier 
cas, — 6+ 1017, et, dans le second cas, g¢ — 1517, que l’on doit rem- 
placer par 15+ gl. 


90. Arrétons-nous sur le cas ot il s’agit du produit de deux fac- 
teurs A—a+ai,B=6+4+0'l. 
Le produit développé de ces deux nombres est 


ab+(ab'+a'bji+ab'? 


Ww 
os 
_ 
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ou, en remplacant 7? par —1, 
ab—a'b'+-(ab'+a'b)i; 


par exemple, le produit de 7— ol pari +e est 12 + 2. 
L’expression obtenue pour le produit des deux nombres imagi- 
naires @-+ al, b+ 6'c pourrait, en se placant au point de vue du 
n° 87, étre regardée comme la définition du produit de deux nombres 
imaginaires; le produit de deux nombres imaginaires A, B étant 
défini, le produit de trois nombres A, B, C s’obtiendrait, par défini- 
tion, en faisant le produit des deux premiers par le troisiéme d’aprés 
la méme régle; ainsi, en supposant comme plus haut C=c + c'd, 


on aurait par définition 
ABC = (ab —a'b')e —(ab'+a'b)c'+[(ab—a'b')c'+(ab'+a'b)c|i; 


le résultat est naturellement le méme que plus haut. En se placant 
ace point de vue, on aurait a vérifier les égalités 


ABE BA 
AN Scah=s HANG 


ACB 2 C).= AB AC, 


qui constituent les propriétés fondamentales de la multiplication, et 
qui sont comprises dans les propositions générales établies au numéro 
précédent; ces propositions peuvent, inversement, étre déduites des 
égalités qu’on vient d’écrire. 

Signalons quelques cas particuliers : 

Le produit de ¢ par ¢ est —1; en d’autres termes on av? = — 1. 

Le carré d’un nombre imaginaire a+ a't est a?— a’? + 2aa't. I 
est réel quand le nombre dont on fait le carré est ou réel, ou pure- 
ment imaginaire et seulement dans ces deux cas; il est positif dans le 


remier, négatif dans le second. 
Pp » neg 


91. Valeur absolue d’un nombre imaginaire. — Le produit de deux 
nombres imaginaires conjugués a+ a't, a—a'é est réel : c'est la 
somme a? + a? du carré de la partie réelle et du carré du coefficient 


det. 
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On désigne sous le nom de module ou de valeur absolue (') dun 
nombre imaginaire a + a’, la racine carrée prise avec le sens arithmé- 
tique de la somme des carrés de la partie réelle et du coefficient de ¢. 
La valeur absolue de a + a'é est donc le nombre positif \/a? + a’?; 
si le nombre a+ ai est réel, c’est-a-dire si a’ est nul, la valeur 
absolue se réduit au nombre positif \/a2, c'est + a, ou —a suivant 
que a est positif ou négatif; c’est, pour les nombres réels, la signifi- 
cation a laquelle le lecteur est habitué; la valeur absolue du nombre 
réel ou imaginaire A= a-a'i se représente par le symbole | A | ou 
Ja+a'r|. 

La valeur absolue d’un nombre nul est 0; si la valeur absolue d’un 
nombre réel ou imaginaire est nulle, on peut affirmer que ce nombre 
est 0, puisque Va? +a, ov a, a’ sont des nombres réels, ne peut 
étre nul que si ona séparément a = 0, a'= 0. 

Les valeurs absolues de deux nombres conjugués sont égales. 

Le produit de deux nombres conjugués est égal au carré de la 
valeur absolue de l’un ou de l'autre. 

La valeur absolue du produit de deux nombres est égale au pro- 
duit des valeurs absolues de ces nombres. On véritie en effet de suite 
Videntité 

(ab —a'b')?+-(ab'+ a'by= (a?+ a?) (b?+ 5") 


qui exprime que le carré de la valeur absolue du produit des deux 
nombres a+ a't, b+ b'vest égal au produit des carrés des valeurs 
absolues de ces deux nombres : comme la valeur absolue est essen- 
tiellement positive, le théoréme énoncé est démontré. 

Il sétend évidemment, de proche en proche, au cas de trois, 
quatre, ..., nombres : au reste, on peut démontrer directement que, 
pour un nombre quelconque de facteurs, le carré de la valeur absolue 
du produit est égal au produit des carrés des valeurs absolues des fac- 
teurs, en faisant d’abord la remarque suivante, qui est importante par 


elle-méme. 


(1) Gest Je terme dont je me servirai, d’autant que le mot module a une foule 
de significations en mathématiques. Il est désirable d’en supprimer au moins une. 
Autrement on est amené a dire le module du module, en employant le mot module 
dans deux sens absolument différents. 

La norme dun nombre imaginaire a + ai est a? + a?; cest le carré de sa valeur 


absolue. 
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Si, en effectuant des additions, soustractions, multiplications, sur 
des nombres imaginaires, on a trouvé comme résultat le nombre 
imaginaire p+ p't, (p et p! réels), et que l’on effectue ensuite les 
mémes opérations sur les nombres conjugués, on trouvera comme 
nouveau résultat le nombre p — p'¢, conjugué du premier résultat. 

Cette proposition devient éyidente si l’on se reporte a la régle du 
n’ 86, et qu’on regarde ¢ comme une variable réelle. Les opérations 
@addition, de soustraction, de multiplication, effectuées sur les 
nombres imaginaires donnés conduisent a un certain polynome f(Z) 
a coefficients réels; les mémes operations etfectuées sur les nombres 
conjugués, qui se déduisent des premiers en changeant ¢ en —Z, 
conduiraient au polynome f(—7), obtenu en changeant ¢ en —U 
dans /(z); dire que le résultat des premieres opérations, effectuées 
d’aprés la régle du n° 86, est p+ p'7, cela revient a dire que p+ p't 
est le reste de la division par 7?-+1 de f(z), en d’autres termes que 
Pon a, en désignant par 9(z) un polynome en z a coefficients réels, 
Videntité en 7, 


S(t) =p+pi+ (t+ t)9(2); 
si l'on change dans cette identité ¢ en — ¢, elle devient 
S(—t) =p—pi+(e+i)¢(—1); 


elle montre que p — p'vest le reste de la division de f(— ¢) par 7?-+1; 
c’estce qu’il fallait établir. 

Revenons, apres cette remarque générale, au théoreme concernant 
le produit de plusieurs facteurs. Considérons, par exemple, les trois 
facteurs a+a'l, 6+ b't, c+c'd et désignons leur produit par 
ppc; Végalité 

(a+a'i)(6+bi)(e+ci)j)=p+pit 
entraine 
(a—a'it)(b — b'1)(e—c't) =p — p't; 


en multipliant membre a membre et en groupant ensemble les fac- 


teurs conjugués, on a 
(a2+ a'2)(b2+ 6?) (c?+ ¢?) = p?+ p? 


C’est ce qu il fallait établir. 
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Cette proposition fournit une seconde démonstration de ce fait 
qu’un produit ne peut étre nul sans qu'un facteur soit nul; en effet, si 
p+p’'é est -nul, c’est-a-dire si on a p=o, p'= 9, le produit des 
nombres réels, a2+a’?, 62+ 6%, c?-+c?, est nul; lun de ces 
nombres est nul; si c’est v?+ a@?, par exemple, il faut que Pon 
alt @ = 0, a’ = 0, c’est-a-dire que a+ a’é est nul. 


92. I] me reste a définir la division de deux nombres imaginaires : 
On appellera quotient de la division du nombre imaginaire a + a! t 
PI q S$ 
par le nombre 6+ 6/¢ un nombre imaginaire ¢ + ¢€'1 dont le produit 
par 6+ bc soit égalaa +a't. 
L’égalité 
(64+ bi)(e+ctij=at+ai 


équivaut aux deux égalités 


bec —b'c'=a, 


bFe+bci =a’; 


ces deux égalités peuvent étre regardées comme deux équations du 
premier degré dont les deux inconnues seraient c, c’; le déterminant 
des deux équations est 6? + 6/2; il n’est pas nul, sauf dans le cas oti le 
{ ; p ) 
diviseur 6 4+- 6'¢ serait nul; si Von exclut ce cas, les deux équations 
admettent une solution et une seule; le probléme posé admet une 
solution et une seule, a savoir le nombre imaginaire 
ab+a'b’  a'b—ab' . 
ba bt bt be”? 
par exemple, le quotient de la division de 3+ 7¢ par 1+ 7 est 2 —J. 
L’égalité 
oO 
(6+ 5 t)(e+ect)=a+a't, 


en y changeant ¢ en —z montre que, si ¢ + c'c est le quotient de la 
division de a+ a'épar 6 4+ 6’, le quotient de la division de a — a'é 
par 6 — Ui sera c — cl. 

Au leu de dire « le quotient de la division de A par B » je dirai le 
plus souvent « rapport de Aa B » et je représenterai ce rapport par 


la notation pc est le nombre qui, multiplé par B, reproduit A. Les 
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mots dividende et diviseur sont remplacés alors par les mots numé- 
rateur, dénominateur. 

La valeur absolue d’un rapport est le rapport des valeurs absolues 


du numérateur et du dénominateur, ainsi qu’il résulte du théoréme 
analogue relatif a la multiplication. 


L’inverse d’un nombre non nul B, ou le nombre quil faut multi- 
pher par B pour que le produit soit 1, se représente, d’aprés la nota- 
° pena: . . [ 
tion précédemment expliquée, par 5 


En supposant B= 6+ b'¢, on a 


ie b b' a 
Buriezee Ut =  buaey' al? 


le rapport C de A a Best le produit de A par p> comme on le vérifie 


sans peine et comme il résulte de l’égalité 


B(ZA)=(B 5g) AHA 


Les propriétés des fractions a termes réels qui reposent sur la défi- 
nition, en vertu de laquelle le numérateur est égal au produit du 
dénominateur par la valeur de la fraction, s’étendent sans changement 
aux fractions a termes imaginaires. 

On peut, par exemple, multiplier ou diviser les termes d’une 
fraction a termes réels ou imaginaires, par un méme nombre non nul. 

Ce théoreme donne le moyen le plus commode pour effectuer une 


re 


eo: Ree | : : Gat Ae 
division; considérons par exemple la fraction <> on multiphera 


Ip UDG 
le numérateur et le dénominateur par le nombre 6 — b/c conjugué du 
dénominateur; on trouve ainsi 


(a+a't)(6—Ob'i)  ab+a'b'+(a'b—ab')i 
b2 + 62 zi 624 b'2 : 


On peut réduire deux ou plusieurs fracuons au méme dénomina- 
teur, ajouter des fractions qui ont méme dénominateur. 

Le produit de deux fractions se fait en divisant le produit des nu- 
mérateurs par le produit des dénominateurs. Pour obtenir l’inverse 
d’une fraction, il suffit de la renverser. Pour diviser une fraction par 
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une fraction, on multiplie la fraction divyidende par Vinverse du 
diviseur. 


93. Racine carrée. — On montrera bient6t comment on peut 
obtenir, en général, la racine ni*™? d’un nombre imaginaire; je veux 
dire ici un mot de la racine carrée : 

La racine carrée d’un nombre imaginaire a + bi (a, 6 réels) sera, 
par définition, un nombre imaginaire xz + ty (x, y réels) tel que l’on 
ait (a + dy)? =a-+ bi, ou 
(1) w— yr=a, DEBE De 


Supposons 6 différent de o, x et y devront étre différents de 0; on 
ure de la seconde équation 


(2 a ae 
2) Vi ae 
et en portant dans la premicre, 
4zv*— 4axv2?— b2=0. 


L’équation en x? ainsi obtenue a une racine positive 


a+yvyart b? 


2. 


Gis 


et une racine négative, qu’il faut écarter, puisqu’on veut avoir pour & 
une valeur réelle; on aura ainsi deux valeurs symétriques pour x, a 


eet a+yVa+b?. 
Pan A iy gee ee 
2. 


a chacune desquelles correspond une valeur de y par l’équation (2). 


savoir 


On reconnait immédiatement, en remontant la suite des calculs, que 
les valeurs ainsi trouvées pour z, y vérifient les équations (1). 

Le probleme admet deux solutions et deux solutions seulement : 
ces deux solutions sont des nombres symétriques qu’on peut écrire 
sous la forme 


(3) = (Vat 7 ) 
v2 ‘ Va+ Vat+ B 


en donnant aux radicaux la signification arithmétique. 
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De Végalité 


on tire de suite 


Va @+bkV—a+Ver+e=ecb, 


en désignant par ¢ un nombre égal 4a +1 ou a —1, suivant que b est 
posiuf ou négatif; le facteur ¢ a été introduit afin que le second 
membre soit positif comme le premier ('); on en déduit 


b 


= eV—a + Va?+ 62; 
/ 
Va+Va?+ b? 


d’ot cette seconde forme de la solution 


(4) =e (Ja+Vai+ b+ inv a4 Vata ob), 


2 


qui est plus élégante, mais moins avantageuse pour le calcul numé- 
rique, puisqu’elle exige une extraction de racine carrée de plus que 
la premiere. 

Enfin, si 6 est nul, c’est-a-dire si le nombre proposé est réel, la 
seconde équation (1) montre que l’un des nombres y, x doit étre nul ; 
en vertu de la premiére équation, on doit avoir alors soit z?= a, 
soil y?=— a; puisque z, y doivent étre réels, on prendra vy = 0, 
g=+/a sia est positif, =o, y=+/—asi a est négatif; dans 
le premier cas, les deux solutions du probleme proposé sont les 
nombres réels + \/a; dans le second cas, les deux nombres purement 
imaginaires + ¢\/— a. 

Ces deux solutions sont d’ailleurs comprises dans la formule (4), 
puisque \/a? + 6? se réduit alors a Ya?, c’est-a-dire a a si a est po- 
sitif, a — asia est négauf. 


(!) Le nombre « ainsi défini se représente souvent par le symbole sgn 6 (signe de 6). 
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Exemple. — Les deux nombres dont le carré est 1+ 7 sont 


/ 


Bo VOU erates 


: : I . 
les deux nombres dont le carré est ¢ sont = —-(1+ 2). 
2 


Si on applique les formules précédentes, dans le cas ob a =—1, 
b = 0, on trouve que les deux nombres dont le carré est — 1 sont + 7. 


Si l’on convient de représenter en général par a+ 6¢ un nombre 
imaginaire dont le carré est a + 67, on sera conduit a poser 


V=1=1 


et a écrire un nombre imaginaire «+ 62 (a, 8 réels) sous la forme 


a+ 8\/—1. On est ainsi ramené 4 la notation qui nous a servi de 
point de départ, mais qui, maintenant, est justifiée. 


§ 2. — REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES IMAGINAIRES, 


94. Les nombres imaginaires sont susceptbles d’une représentation 
géométrique sur laquelle je vais maintenant insister. Mais, aupara- 
vant, je rappellerai quelques définitions. 


Fig. 25 
Y 
M: 
A 
jonas 
Xx 
M” 


Considérons un plan rapporté a deux axes de coordonnées rectangulaires. 
Pour fixer, dans ce plan, une direction, il suffit évidemment de fixer la paral- 
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lele menée a cette direction, dans le méme sens, a partir de Vorigine : je ne 
considérerai donc que des directions partant de ce point; en particulier l’angle 
de deux directions ‘sera l’angle des deux paralléles a ces directions, a partir de 
Porigine. 

Pour fixer une direction a partir de l’origine O, ou, si l'on veut, une demi- 
droite ayant son origine au point O, il suffit évidemment de se donner un 
point A situé sur cette demi-droite (et non sur la demi-droite opposée), ou, 
ce qui revient au méme, les coordonnées a, 6 de ce point. Le point unique M 
ou la demi-droite considérée rencontre le cercle décrit de O comme centre 
avec un rayon égal a l’unité de longueur est particuliérement utile a consi- 
dérer; ses coordonnées a, 8 s’appellent les costnus directeurs de la demi- 
droite considérée; elles vérifient la relation 2?-+ 62= 1. Inversement, deux 
nombres réels quelconques vérifiant cette relation sont les coordonnées d’un 
point unique sur le cercle et sont les cosinus directeurs de la demi-droite qui 
part de lorigine et aboutit en ce point. 

Si l’on désigne par 7 le nombre positif qui mesure la longueur OA, on a 


Ours i) = Chip, r=Va?+ B, diaz 5 ss 


le radical est pris avec son sens arithmétique. Ces formules permettent, quand 
on se donne a, 6, de calculer 7, x, @ sans ambiguité. 

Soient X, Y les points ot les directions positives des axes des @ et des y 
rencontrent le cercle; un mobile M, qui se meut sur le cercle toujours dans le 
meéme sens (sans oscillations), se meut dans le sens direct ou positif s'il se 
meut dans le méme sens qu’un mobile qui partirait du point X pour aller vers 
le point Y en décrivant le quart du cercle; dans le cas contraire, il se meut 
dans le sens indirect ou négatif. Dans les mémes conditions, on dit que le 
rayon OM, ou une paralléle quelconque a ce rayon, menée dans le méme sens 
a partir d’un point fixe, tourne dans le sens direct ou dans le sens indirect. 

Un nombre 6 quelconque peut étre regardé comme Vabscisse circulaire 
d’un point M sur le cercle : on obtient ce point M en imaginant un mobile 
qui se meuye sur le cercle, sans osciller, en partant du point X (origine des 
arcs), dans le sens positif ou dans le sens négatif, suivant que 6 est po- 
sitif ou négatif, et qui s’arréte lorsqu’il a parcouru, sur le cercle, un chemin 
dont la longueur est la valeur absolue de 9. Le point ot Je mobile s’arréte est 
le point M dont Vabscisse circulaire est §. Son abscisse et son ordonnée sont, 
par définition, les nombres cos§ et sin§; tang@ est, par définition, la pente de 
Ja droite qui joint le point O au point M. 

Inversement, a chaque position du point M sur le cercle correspondent une 
infinité de nombres dont chacun peut étre regardé comme labscisse circulaire 
du point M: ces nombres forment une progression arithmétique, indéfinie 
dans les deux sens, dont la raison est 27. Tous ces nombres ont méme 
cosinus, méme sinus, méme tangente. 

Si Pon considére deux directions OM, OM’, définies, comme on l’a expliqué 
plus haut, par deux points M, M’ du cercle, et si l'on attribue un ordre a ces 
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deux directions, en sorte que OM soit la premiére et OM’ la seconde, langle 
(OM, OM’) de ces deux directions, ou arc MM’, sera, par définition, Pabscisse 
circulaire du point M’, définie comme plus haut, mais en prenant le point M 
comme origine des arcs (et non le point X). Le sens positif reste celui qu’on 
a défini plus haut. Cet angle ou cet are ne sont définis qu’a un multiple pres 
de a7. 

En d'autres termes, toutes leurs déterminations s’obtiennent en ajoutant a 
Pune quelconque d’entre elles le produit de 2x par un nombre entier quel- 
congue : la valeur principale de langle (OM, OM’) ou de Vare MM’ est celle 
de ces déterminations qui est comprise entre —- m et + 7; elle est enticrement 
déterminée, sauf dans le cas ott les deux directions sont opposées, ot les deux 
points M, M’ sont diamétralement opposés; elle peut alors étre prise, a 
volonté, égale 4 z ou a —7z. En écartant ce cas d’exception, la valeur princi- 
pale de l’angle (OM, OM’) est positive ou négative, suivant que l’angle de OM 
et de OM’ considéré comme une figure géométrique a, ou non, la méme dispo- 
sition que l’angle (OX, OY) considéré aussi comme une figure géomeétrique. 

La somme des deux angles (OM, OM’) et (OM’, OM) est nulle ou égale a 
un multiple de 27. 

Si lon considére trois directions a partir du point O ou, si l’on veut, trots 
points M, M’, M” sur le cercle, il est clair qu'on peut se mouvoir sur le cercle, 
a partir du point M, de maniére a rencontrer d’abord le point M’, puis le 
point M”; on voit ainsi qu'il existe une détermination des angles telle que l’on 
ait 

(OM, OM") = (OM, OM’) + (OM’, OM"), 


el, par conséquent, on aura, pour n’importe quelle détermination des angles, 


(OM, OM’) =(OM, OM’)+(OM’, OM’) + 2kz, 
(OM’, OM”) + (OM’, OM )+(OM, OM’) = 2hx, 


k et h étant des nombres entiers dont la valeur dépend des déterminations 
choisies pour les angles, ou les ares. 

Si Pon se donne la direction OM, ou le point M, et Vune des déterminations 
de langle (OM, OM’), la direction OM’, ou le point M’, sont déterminés sans 
ambiguité. 

En particulier, la direction OM, elle-méme, peut étre déterminée par 


angle 9 = (OX, OM); = — 6 est alors une des déterminations de langle 
(OM, OY); les cosinus directeurs de OM sont 


T 


a4 = cos8, p= cos(=—0) = sind. 


Lorsqu’on se donne les coordonnées a et 6 du point A, on a vu plus haut 
comment on pouyait calculer les cosinus directeurs de la direction OA ou OM, 
en désignant par M le point unique ot le cercle est rencontré par la demi- 
droite OM; langle ® est alors déterminé, a un multiple prés de 27, par les 
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formules 


L 
Coe ee, Sh eee 


Var+ b a? b? 


Cela revient a dire que, si l'on se donne deux nombres a, & qui ne soient 
pas nuls a la fois, il existe un seul nombre positif 7 et un seul angle 0 (abstrac- 
tion faite des multiples de 27) tels que l'on ait @=rcos0, 6=rsiné. 
Si lon veut choisir pour 0 sa détermination principale, comprise entre — = 


: : Tv WE Ls ae Tk 

et 7, 9 devra étre pris entre = — — ‘et, -=— sia est positif, entre o et — ou 

2, 2 Q) 

T ; Anois i : Tw 

entre o et — — suivant que 0 est positif ou négatif; entre — et ~ ou entre 
2 2 

—-— et —7 si west négatif; dans le premier intervalle si 6 est positif, dans 

2 


le second si & est négatif; si 6 est nul et @ négatif, la détermination princi- 
pale peut étre prise égale a 7 ou a — zx. Dans ces conditions, les tables trigo- 
nométriques (centésimales, par exemple) permettent de trouver un angle 
exprimé en grades, compris entre o ct 100, dont le cosinus ou le sinus aient la 
méme valeur absolue que cos@ ou sin9, et les remarques précédentes permet- 
tent de calculer ensuite langle 0. 

Toutefois, il est préférable, quand on se donne les valeurs numériques de a 
et de 6 et que l’on veut calculer 7 et 0, de faire le calcul en partant de la 


formule 
b 


tang) = —- 
e a 
On cherche dans la table le nombre g de grades compris entre o et 100, tel 
: b ; 
que Ja tangente correspondante soit Ja valeur absolue de —; on prend a la 
a 


méme page le logarithme du cosinus ou du sinus du méme arc, en sorte que 


es OT 
Von ait en posant 6’= 2—, 
200 
b |a| |b | 
tango: — he ’ cos 0! = ——, sin 0' = ——; 
2 |@ ip r 


Vune des deux derniéres formules donnera 7 par un calcul facile, puisque Von 
a déja les logarithmes de | a| et de | 6|. D’apreés les régles précédentes, si a est 
positif, on prendra 0 = 0’ ou 0 =— 0’ suivant que Bb sera positif ou négatif, et, 
si a est négatif, 0 =7z—06' ou 6 =—7-+-0' suivant que © sera positif on 


négatif (1). 


(1) Il conyient de prévenir le lecteur, une fois pour toutes, que les angles ou arcs 
dont il sera question dans le présent Livre seront toujours exprimés en radiants (ou 
en parties du rayon) et non en grades ni en degrés. C’est pour appeler son attention 
‘sur ce point ct sur les précautions a prendre dans les calculs numériques, que j’at 
insisté sur les détails que l’on vient de lire. 


les : 16 
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J'ai cru utile de rappeler les définitions et propositions fondamentales qui 
précédent; je me servirai d’ailleurs, sans revenir sur leur démonstration, des 
formules de trigonomeétrie élémentaire qui reposent sur ces définitions et sur 
l'emploi du théoreme des projections. 


Fig. 26. 


95. Imaginons un plan rapporté a deux axes de coordonnées rec- 
tangulaires Ox, Oy. 

Un nombre imaginaire a+ Oc est déterminé si Pon se donne les, 
deux nombres réels a, b; a ce couple de deux nombres réels a, 6 cor- 
respond un point A dont labscisse est la partie réelle a et Vordonnée 
le coefficient de 7 dans le nombre a 4- 6¢. Le point A sera, si lon 
veut, Pimage du nombre a+ br. Inversement, a un point A, dont 
les coordonnées sont a, 6, correspond le nombre imaginaire a + bz, 
qui est dit Pafizve du point A. 

Si 6 est nul, le nombre a+ bé est réel : les nombres réels sont 
représentés par des points situés sur l’axe des abscisses; de méme les 
nombres purement imaginaires sont représentés par des points situés 
sur Vaxe des ordonnées : aussi ces axes sont-ils souvent appelés res- 
pectivement ave des quantités réelles, axe des quantilés purement 
imaginaires, ou, plus brievement, axe réel, axe tmaginaire. Au 
nombre o correspond Vorigine O des coordonnées. Le nombre positif 
r= \/a? + 67, qui mesure la longueur du yecteur OA, est ce qu’on a 
appelé plus haut la valeur absolue du nombre a+ 62, Vangle (OX, OA) 
de la direction positive prise sur Paxe des abscisses et de la direction 
du vecteur OA qui va de l’origine au point A, est argument wigo- 
nométrique (') du nombre @ + bz. Cet argument est déterminé a un 


multiple prés de 2%, pourvu que @ + 6¢ ne soit pas nul, que le point A 


(1) On supprime cette épithcte quand il n’y a pas de confusion possible avec 
quelque autre argument. 
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ne coincide pas avec le point O. Quand a+ bi est nul, la valeur 
absolue est nulle, et argument complétement indéterminé, 

La valeur principale de Vargument est comprise entre — 7 el-+ 7; 
elle est completement déterminée, sauf dans le cas ot 6 est nul et a 
négauif oa nul. Elle est nulle ou égale 4 + 7 sia + bi est réel (b = 0), 
nulle si on a affaire a un nombre positif, égale 4 + = sil’on a aflaire 
& un nombre négatif. 


Ellevest. égale™a = chee bi est purement imaginaire (a = 0), 
F 3 2 T : ays " 
Beier OU 8 - suivant que 6 est positif ou négatif. 


Elle est, en général, du méme signe que 6; elle est comprise entre 


qT 


Tv . om Tw TT . 
Seeretis Ce 5 Sia@est posiuf, entre: —= 2 ebm, ourentines— cl esl 
2 2 2 
a est négauf. 


Puisque l’on aa =r cos4, b=rsin§, on peut écrire 
a+ bi=r(cos) +zsin@), 


le second membre, ou la valeur absolue 7 et argument % sont mis en 
éyidence, est ce quon appelle la forme trigonométrique du nombre 
a+ be. 

En particulier, tout nombre dont la valeur absolue est 1 peut se 
mettre sous la forme cos4+-c¢sin%; pour mettre le nombre 1 sous 
cette forme, on pourra prendre 4 = 0, ou 4 égal a un multiple de 27; 
pour mettre le nombre —1 sous cette forme, on prendra § =z ou 4 
égal a un multiple impair de a. 

Deux nombres imaginaires égaux sont représentés par le méme 
point; leurs valeurs absolues sont égales et leurs arguments ne peuvent 
différer que d'un multiple de 27; ces dermiéres conditions sont néces- 
saires et suffisantes pour que deux nombres imaginaires mis sous 
forme wigonomeétrique soient égaux, sauf dans le cas ot lune des 
valeurs absolues est nulle; dans ce cas, l’autre valeur absolue doit 
aussi étre nulle; cela suffit pour que les deux nombres soient nuls. 

Deux nombres imaginaires symétriques sont représentés par deux 
ginaires 
conjugués sont représentés par deux points symétriques par rapport 


points symétriques par rapport a Vorigine. Deux nombres ima 
a Vaxe des abscisses. 


96. Pour faire la somme de plusieurs nombres imaginaires a -+ b2, 
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a+ bli, a’+ bi, ..., représentés par des points A, A’, A”, ..., il 
suffit de faire la somme géométrique des vecteurs OA, OA’, OA", ... 
en lui donnant pour origine le point O; je rappelle la construction de 
cette somme géométrique : on regarde le point A comme Vorigine 
dun vecteur AA‘ équipollent au vecteur OA’, le point A) comme 
Porigine d’un vecteur A‘ A’ équipollent au vecteur OA", etc.; Pextré- 
mité du dernier vecteur est Vextrémité de la somme géométrique 
cherchée; c’est le point qui figure la somme des nombres représentés 
panies points A, ASS 6. 

U suffira, pour démontrer cette proposition, de raisonner sur trois 
nombres a + bi, a’+ b't, a’ + b"t, représentés par les trois points A, 


ISo Ge 


A 


A’, A”. L’extrémité A‘ de la somme géométrique OA’ des trois vec- 
teurs OA, OA’, OA” est, @aprés la construction précédente, Vextré- 
mité d’une ligne brisée OA Aj Aj, dont les cétés OA, AA‘, A’ A’ sont 
respectivement équipollents aux vecteurs OA, OA’, OA”; les projec- 
tions Oa, aa/, «'a«” des cdtés de la ligne brisée sur axe des x sont 
respectivement équipollentes aux projections sur cetaxe des vecteurs 
OA, OA’, OA”, projections dont les équivalents algébriques sont res- 
pecuvement a, a’, a". On a d’ailleurs, entre les équivalents algébri- 


‘a”, Oa’, la relation 


ques Oa, a2’, aa”, Oa" des vecteurs Ow, aa’, « 


(yal = Oe 25 eel 0 Te Se a = OF Soa 


L’abscisse Ow” du point A’ estdone a+ a'+ a"; son ordonnée est 
de méme 6 + 6'+ 6"; c’est bien 1a l’abscisse et l’ordonnée du point 
qui représente la somme a+ a'+a’+(b+ b6'+ b")i des trois 
nombres a+ bi, a’+ b't, a’ + bt. 
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On sait qu'une somme géométrique est indépendante de l’ordre de 
ses éléments; au reste, ce résultat apparait immédiatement sur la 
démonstration, puisque les coordonnées a+ a'+ a’, b+ b'+ b" de 
Pextrémité de la somme ne dépendent pas de l’ordre des nombres 
Roce Ge a Ob. O 2b 

Le nombre (positif) qui mesure la longueur du vecteur OA‘, c’est- 
a-dire la valeur absolue de la somme des nombres imaginaires donnés, 
est inférieur ou égal a la somme des nombres positifs qui mesurent 
les cétés de la ligne brisée OAA‘ A‘, c’est-a-dire a la somme des 
valeurs absolues des nombres donnés; pour qu’il y ett égalité, il fau- 
drait que la ligne brisée se réduisit & une ligne droite et que les 
points A, A) fussent entre O et A‘: il faudrait pour cela que les 
points A, A’, A” fussent sur une méme demi-droite partant du point O, 
c’est-a-dire que les arguments des nombres a + bt, a+ b't, a+ b"C 
fussent égaux (a un multiple prés de 2x); argument commun de ces 
nombres serait aussi l’argument de leur somme. 

D’aprés la notation adoptée au n° 91, on peut écrire 


[a+ bita+bi+ad’+b'i|\s|a+bi|+|a+bi|+)a’+ bi}. 


Fig. 28. 


Dans le cas ott l’on veut faire la somme de deux nombres a + bz, 
a' + b't, représentés par les points A, A’, cette somme est représentée 
par le point B, sommet opposé au point O du parallélogramme dont 
OA, OA’ sont deux edtés. Dans le. triangle OAB le cété OB est plus 
peut que la somme des deux cdtés OA, AB plus grand que leur dilfé- 
rence. Outre cette proposition déja connue la valeur absolue de la 
somme de deux nombres est inférieure ou égale ala somme des 
valeurs absolues de ces deux nombres, nous obtenons donc celle-ci : 
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La valeur absolue de la somme de deux nombres est supérieure 
, . EDs age dae ae | 
ou égale a ladifférence entre ta plus grande et la plus petite des 
valeurs absolues de ces deux nombres. 


Il y aurait égalité dans le cas ot les points A, A’ seraient en ligne 
droite avec le point O, mais de part et d’autre du point O, ou, ce qui 
revient au méme, quand les arguments des nombres a + bi, a’+ B'¢ 
différent d’un multiple impair de zx. 

On peut écrire 


Jat bi+a'+b'i|2|a+ bi|—|a'+0'C); 


cette égalité restant vraie quand on a |a + bi| <|a'+ O6'C|, puisque, 
alors, le second membre de V’inégalité est négatif. 


Fig. 29. 


La différence (a@ + bt) — (a'+ b'Z) entre les deux nombres a + bi, 
a +- b't, représentés par les points A, A’, sera représentée par l’extré- 
mité C dun vecteur OC, différence géométrique des vecteurs OA 
et OA‘; ce vecteur est équipollent au vecteur A’A dont Vorigine re- 
présente le point qui figure le nombre a soustraire, dont l’extrémité 
figure le nombre dont on soustrait. La figure montre nettement que 
le point A représente la somme des nombres représentés par A’ et 
par C, que le point C représente la somme des nombres représentés 
d'une part par le point A, d’autre part par le point A” symétrique du 
point A’ par rapport au point O, c’est-a-dire la somme des nombres 
a+ bi, —a'— b't. 

Deux nombres imaginaires sont regardés comme voisins, comme 


~ 
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différant peu Pun de Vautre, quand la valeur absolue de leur diffé- 
rence est petite. Cette valeur absolue est mesurée par la distance des 
deux points qui représentent ces deux nombres : ces deux points sont 
donc voisins; a fortiort, la différence entre les abscisses des deux 
points, ou entre leurs ordonnées, qui est inférieure a leur distance, 
est pelite, en valeur absolue. 

La valeur absolue dune différence est inférieure ou égale a la 
somme des valeurs absolues de ses termes, supérieure ou égale a leur 
difference. 

Cette proposition ne différe pas de celle qui concerne une somme, 
puisque les deux nombres symétriques a + 6, — a— bi ont méme 
valeur absolue. 


97. Considérons maintenant le produit des deux nombres imagi- 
naires mis sous la forme trigonométrique (n° 96) 


r(cos8 +csin6), r'(cos0’ + ¢ sin6"), 
En effectuant leur produit par la régle du n° 90, on trouve pour la 
partie réelle 
rr’ cos @ cos’ — rr'sin§ sin! = rr’ cos(§ + 0’), 
c 
et pour le coefficient de z 
rr’ cos§ sin§'+ rr’ cos0’ sin) = rr’sin(0 + 0’). 
Le produit se trouve donc mis sous la forme trigonométrique 
rr'{cos() + 0°) + csin(9 + 6’)]. 


C’est un nombre dont la valeur absolue rv’ est le produit des valeurs 
absolues r, 7’ des deux facteurs, dont Pargument f + §’ est la somme 
des arguments des facteurs. 

Du cas de deux facteurs on s’éléve immédiatement au cas de trois 

facteurs r(cos4 + <csin#), 7/(cos6’+ csin§’), r”(cosf"+ csin@’); la 
valeur absolue du produit est le produit de rr’ par 7", Vargument du 
produit est la somme de 4 + 4’ et de 0”. 

D’une facon générale, le produit d’autant de nombres que lon 
veut, mis sous forme tigonométrique, est un nombre dont la valeur 
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absolue est le produit des valeurs absolues des facteurs et dont Pargu- 
ment est la somme des arguments des facteurs. 
Sur cette forme donnée a un produit, la possibilité d’intervertur les 
facteurs, dle grouper ces facteurs comme on veut, est évidente. 
Supposons que le nombre r(cos§+-c¢sin4), que Pon veut multi- 
plier par le nombre 7‘(cos4'+ ¢sin9’), soit représenté par le point A, 


le multiplicateur étant représenté par le point A’. On aura alors 
(OX, OAvE9. (OX OA) 0". 


On fera tourner la demi-droite qui porte le vecteur OA d’un angle 
égal a 4’; elle prend alors une position OB telle que ’angle (OA, OB) 
soit égal a 6’; on prend ensuite un point B tel que le nombre positif 
qui mesure la longueur OB soit égal au produit des nombres 7, 7" qui 


mesurent les longueurs OA, OA’. B représentera le produit 
rr'{cos(8 + 0’) + zsin(0 + 0’)). 


Si, en particulier, la valeur absolue du multiplicateur est égale a 1, 

la multiplication par cos4/+ c¢sin9’ revient a faire tourner de Pangle Q)’ 

le vecteur dont l’extrémité représente le multiplicande ; lextrémité du 
nouveau vecteur représente le produit. 

Plus particulitrement, la multiplication par le nombre z, dont la 

valeur absolue est 1 et argument =, revient a faire tourner le vecteur 


qui aboutit au point qui représente le multiplicande d’un angle droit, 
dans le sens direct; la multiplication par —1, dont la valeur absolue 
est 1 et argument + 7, revient a faire tourner le méme vecteur de 
deux angles droits dans un sens ou dans l’autre; Ja multiplication 
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par —¢, dont la valeur absolue est 1 et l’'argument — =, reyient a 
2, 


faire tourner le méme vecteur d’un angle droit dans le sens indirect. 


Fig. 31. 


Yi 


Le nombre ¢ est représenté par le point I situé sur la partie 
positive de laxe des ordonnées a l’unité de distance de l’origine. 
En faisant tourner le vecteur Ol d’un angle droit, dans le sens 
direct, puis encore d’un angle droit dans le méme sens, etc., on 
Paméne successivement en OI’, en OI", en OU, puis on le raméne 
en OI, etc.; c’est la traduction géométrique des égalités numé- 


riques 
a Ve Ue TOS UESS SV Wea, doot 


Lorsque le multiplicateur est un nombre réel, argument du pro- 
duit est égal 4 l’argument du multiplicande si le multiplicateur est 
posiuf, 4 Pargument du multiplicande augmenté ou diminué de = si le 


multiplicateur est négatif. 


98. En regardant la division comme l’opération inyerse de la multi- 
plication, on voit de suite que la valeur absolue d’un rapport doit étre 
le rapport de la valeur absolue du dividende a Ja valeur absolue du 
diviseur, et que Pargument du rapport doit étre égal a la diflérence 
entre l’argument du dividende et Pargument du diviseur, afin que le 
produit du quotient par le diviseur soit égal au dividende; en d’autres 
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termes, on peut écrire 


ricost = 7sing) - o7- 


r’'(cos0’+-csin9’) 7 


[cos(6 — 0’) + ¢sin( 6 — 0’), 


et cette égalité est susceptible d’une interprétation géométrique ana- 
logue a celle qu’on a donnée pour la multiplication. 
En particulier, en supposant 7 1, 40, ona pour expression 


trigonomeétrique de inverse @un nombre 


I I 


— = cos §’—zsin0'); 
r'(cos0'+ 7 sin§’ ) vil ) 
Wot. résulte la construction suivante pour obtenir le point qui repré- 
sente linverse du nombre figuré par le poimt A’. 

On décrit du point O comme centre le cercle de rayon 1; on prend 
le point A) qui serait inverse (!) du pomt A’ dans une inversion 


faite par rapport ace cercle; Vaffixe du point Aj est a (cos 4! ay sin 4’) ; 


le point cherché A”, dont l’affixe est — (cos! — ésin§’), est le symé- 
trique du point Aj par rapport a Vaxe des abscisses. 

Plus particuliérement encore, en supposant 7’ = 1, on voit que lin- 
verse dun nombre dont la valeur absolue est 1 est le conjugué de ce 
nombre; pour que deux nombres conjugués soient inverses l’un de 
Vautre, il faut et il suffit que leurs valeurs absolues soient égales a 1. 
Dans ce cas, les deux points A’, Aj de la figure précédente sont con- 
fondus sur le cercle. 


§ 3. — RACINES n=. 


99. Cherchons a déterminer la racine n®™? d’un nombre donné, 
que l’on peut toujours supposer mis sous la forme trigonométrique 
r(cos§ + c¢sin4); il s’agit de trouver, s’il est possible, un nombre 
dont la puissance ni’? soit égale a r(cos4 + ¢sin§); en supposant ce 
nombre mis lui-méme sous la forme trigonométrique (cos Oe osin w) 


(1) Gest, comme on sait, le point ot Ja polaire du point A’ par rapport au cercle 
rencontre la droite qui Joint les deux points O, A‘; c’est encore le second point 
commun a tous les cercles qui passent par le point A’ et qui sont orthogonaux au 
cercle de centre O : au lieu de dire que les points A’, A, sont inverses par rapport 
ace cercle, on dit souvent quils sont symetriques par rapport a ce cercle. 
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il s'agit de déterminer 9 et w de facon que l’on ait 
[o(cosw +7 sinw)|” = r(cos) + ¢sin8); 


mais, (apres la théorie de la multiplication, la valeur absolue du 
premier membre est 9”, son argument est nw; pour que deux nom- 
bres soient égaux, il faut et il suffit que leurs valeurs absolues soient 
égales et que leurs arguments ne différent que d’un multiple de 27; 
on doit done avoir 


R= PP. nw =)0+2kn7, 
en désignant par & un nombre entier quelconque; on en déduit 


ie Q@+- okt 
a o.= ———— 
7 
5 5 GE 5 see 5 . 
inversement, ces valeurs de g, w, ot \/r est la racine ni”? arithmé- 


uique de r, répondent a la question; en d’autres termes, la formule 


veal 6+oknx Le Geo ka 
Vr Os = SE EO — 
A nu mn 


fournit toutes les solutions du probléme posé. Si, dans cette formule, 
on remplacait 4 par quelque autre valeur de l’argument du nombre 
donné, on ne ferait que modifier le nombre enter £; on ne change- 
rait pas l'ensemble des résultats, puisque, pour avoir toutes les solu- 
tions du probleme posé, on doit remplacer & par tous les nombres 
entiers possibles. 

Si le nombre dont on veut chercher la racine n®™ était 1, il n’y 
aurait qu’a faire dans la formule précédente 7 = 1, 9 = 0; on trouve- 
rait ainsi, pour l’expression des nombres dontla puissance nr" est 1, 


iémes 


ou, comme l’on dit, des racines n de Punité, la formule 


akr 5b. Dileinw 
cos - 7 sin 5 
n n 


ou k est un nombre entier quelconque. 
Ona dailleurs, en général (n° 97), 


cos + USI 
dt Vt 


Vr ( 6+okn sin 22") 


n/- i) 7) ee 2hx sige PU as 
= Vr COS ae taee yo Ue sen COS +- v Sin 5 
m nv 


Vv dt 


252 CHAPITRE VI. 


ny () fre a , 
dans le second membre, le facteur VAE (cos = le] Suni) ay est lun des 


nombres dont la puissance n*™ reproduit 7(cos§ + ¢sin4); c’est Pune 
I | 


des racines rn®™®s du nombre donné; Vautre facteur 


5 
ahr nn. DGG 


est Pune des racines n*™* de Punité; on obtient toutes ces racines en 


donnant 4 & toutes les valeurs enticres possibles. En d’autres termes : 


On obtient toutes les racines ne” d’un nombre en multipliant 


Pune d’elles, choisie arbitratrement, par les diverses racines nme 


de Vuntteé. 


100. Racines de lunité. — Crest de ces derniéres racines que je 
vals moccuper maintenant. 
okn . 3 2k OW a3 
Le nombre cos 5 GN pour valeur absolue et = DOME 


argument : les divers points qui figurent les nombres de cette sorte, 
ott & est entier, sont tous situés sur le cercle de centre O et de rayon 1; 


ils correspondent aux arguments 
8 


27 At 6x 
oO, ’ —— > eens 
n n n 
2k At On 
a cad , —— ’ - v 
n n n 


.. dont le premier, qui 


C’est d’abord les points Ay, A,, As, As, 


Fig. 32. 


correspond a l’argument 0, est le point du cercle qui se trouve sur la 


partie 
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positive de l’axe des abscisses, point dont Vaffixe est 1; les suivants Ay, 
Az, A; s’obtiennent en portant bout a bout, 4 partir de Ay, dans le 


a 
2 Te iéme 


sens positif, des arcs égaux i —, alan partie de la circonférence 
du cercle. Quand on a porté ainsi bout & bout x de ces ares, on re- 
tombe sur le point Aj, puis, en conunuant a tourner dans le méme 


sens, les points Ay, A,, A;, .... En portant bout a bout des arcs de la 
ok ; a6 5 
méme longueur oe dans le sens négatif on retombe sur des points 


déja obtenus A,_,, An_s, ..., mais on les rencontre successivement 
dans le sens inverse de celui ot on les a obtenus d’abord; les points Ay, 
A,, .... Ay, ainsi obtenus, qui représentent toutes les racines ni’™’* 
distinctes de Punité, sont les sommets d’un polygone régulier de 
n cotés. On voit ainsi quil y az racines distinctes de Vunité, dont 
Pune, qui correspond au sommet A,, est elle-méme égale a 1. Le poly- 


gone n’existe, 4 proprement parler, que pour n> 2; pour n=2, 
la figure se réduirait au point Ay et au point diamétralement oppose ; 
les deux racines carrées de 1 sont 

coso +7 sino =1, cost + Using =—T; 
pour 7z = 3, la figure formerait un triangle équilatéral, les trois racines 
cubiques de lunité sont 


I, 
7 a Te I 3 
cos Sih =— = a ale Mee | 
2, 2, 
ee A V3 
COS i os —— = = l 5 
a] a 2, 2 


pour n= 4, la figure serait un carré, les quatre racines quatriemes 
de 1 seraient 1, 4, —1, —Z, 

Les résultats précédents, et quelques autres, s’obtiennent encore 
comme il suit : 

Obseryons dabord que la valeur absolue dune racine rn"? de 
Punité étant toujours égale a 1, il suffit de s’;occuper de argument 


; 3 akhtk 
qui est de la forme 


- A chaque valeur enti¢re de / correspond 
une racine; pour que les deux racines qui correspondent a deux va- 
leurs k, et Ay de /& soient égales, il faut et il suffit que la différence 


; a ; 
entre les deux arguments soit un nombre entier de fois 27, c’est- 
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a-dire que la différence k,— A, soit un multiple de 1; en particulier, 


akx 


on ne change pas la racine dont l’argument est » quand on rem- 


place & par le reste de sa division par 2; on obtiendra done les argu- 
2k 


ments des racines 7“ distinctes en remplacant dans l’expression aoe 


k par 0, 1, 2,..., #—1, ou par n nombres enters consécutifs quel- 
conques, ou encore par n valeurs entieres ko, hy, ..., An_1 qui, divi- 
sées par n, donnent 7 restes distincts, a savoir les restes 0, 1, 2, ..-, 
n —1, dans un certain ordre. 

Pour quwune racine n*™”° de Vunité soit réelle, il faut et il suffit que 


DIGG Se ; ers : 
son argument soit un multiple de =, c’est-a-dire que 2/ soit un 
multiple de m; si l'on donne a & les valeurs 0, 1, 2, ..., »—1, les 
seules valeurs de 4 telles que 2/ soit divisible par 7 seront k = 0, et, 
; Toate 
dans le cas ot n est pair, k = =3 aces valeurs de 4 correspondent 
les arguments 0 et x, auxquels correspondent les nombres 1 et —1; 


iéme 


I est toujours une racine n° de Punité; c’est la seule racine n 
réelle si n est impair; si 2 est pair, —1 est une autre racine réelle; 
il ne peut pas y avoir d’autres racines réelles que 1 et —1. 
Les racines n“™* imaginaires sont conjuguées deux par deux : la 
NGO, —= 1 Nae 


racine dont l’argument est —-——— est conjuguée de la racine dont 
Jt 


akt 


Pargument est ; le produit de ces deux racines est 1. 

101. Une racine n° de lunité peut aussi étre une racine p*”° de 
es a : WA 5 2h ; 
Punité; il faut et il suffit pour cela que argument = de cette racine 

- 
2ht 


puisse étre mis sous la forme > h étant un nombre entier comme /; 


ceci exige que l’on ait 
.e 
Tt Pp 


on pourra toujours vérifier cette égalité en prenant pour p et h des 
équi-multiples de n et de 4; on ne pourra la vérifier autrement si nr 
et & sont premiers entre eux; d’ou une distinclion importante entre 
les racines n®™° de Vunité : 

© 0, 


; , 2 Mi Pu Ras , : - Pe 
La racine cos Ai - ~€sin A est dite une racine nie’ primitive 
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lorsque k est premier avec n; elle ne peut alors étre une 
racine p*™ de l’unité que si p est un multiple de 2; en particulier, 
elle ne peut étre une racine p*"® de Punité pour p <n. 


a2kn 


2 ‘ : 2akn eae : idmo Sey 
La racine cos Pas + 7sin ; est une racine 7 non prunitiye: 
u 


si k et n ne sont pas premiers entre eux; si l’on désigne par d le plus 
grand commun diviseur de £ etde net sil’on pose h = h'd, n=un'd, 
on aura 

OW is . 2kr Oh 7 9 k' x 


+ Usin = Gos : 
n n n n 


COS 


en sorte que la racine n° considérée sera aussi une racine n/*™? de 
Punité, nr’ étant moindre que n. Considérée comme racine n/*™* elle 
est Wailleurs primitive puisque £’ est premier an’. Par exemple, —1 
est une racine quatriéme de l’unité, c’en est aussi une racine carrée; ce 
nest pas une racine quatriéme primitive. 1 est une racine nr" de 
Punité, quel que soit n >1, ce nest jamais une racine primitive. 


102. Si Pon multiplie les deux racines n*™* de Punité dont les 


akn ok'n 
’ 


arguments sont » le produit aura une valeur absolue égale 


: : k= \r 
a1, comme les deux facteurs, et son argument sera la somme ae 
des arguments des deux facteurs, c’est une autre racine n° de Vunité. 

Le produit de deux racines n*™* est une racine rn"; en particu- 
lier, le produit de deux racines conjuguées est 1. Le produit d’autant 
de racines n®™* de Punité que l’on veut est une racine nr de Punité. 

Les puissances d’une racine n*™"° sont aussi des racines n®™* de 
Punité. 


\ 


En particulier, si l’on éléve a la puissance r la racine d’argu- 
DIE : : DST Tce a 
ment —> on trouyera la racine d’argument ——; on obtiendra done 
It Vt 


toutes les racines ni™’ de Vunité en élevant aux puissances 0, 1, 


2 . 27 
2,..., 7—t la racine d’argument —- 
dL 
Si, plus généralement, on éléve a Ja puissance 7 la racine d’argu- 
™ ; ; Dirt 
ment » on trouve une racine d argument ; dans cet argu- 


ment, on peut remplacer Avr par le reste obtenu en divisant Ar par 73, 
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or, si Von considére la suite de nombres 
Oy We Oe BAY aca Wave 


obtenus en remplacant dans Ar, 7 par 0, 1, 2, ..., 2 —13 les restes 
de la division de ces nombres par 7, seront dans un certain ordre 
les nombres 0, 1, 2, ..., 2 —-1, en supposant que / soit premier a rR. 

C’est-a-dire que, en supposant & premier an, les n valeurs 


akrn 


de » quand omdonne 4s les valeurs 0, 1, 2, ..., 2—1, peuvent 


étre regardées comme les arguments des nr racines de lunité. Done : 
Lorsque l’on éléve une racine primitive ni*™? de Vunité aux puis- 
i 
sauces 0, 1,2, 4... 7)— 1, op reproduit, les™ 7: racmesss) = de 
VPunité. 
s 7 ae ; ee oe Merits LAT 
Si Von multiplie une racine 2 de Punité d’argument ——- par une 
it 


2h 


racine p™* de l’unité, d’argument > on obtient un nombre dont la 


2~(hp+h'n)x 


valeur absolue est 1, dont l’argument est * 
] 


: le produit est 


done une racine (np)? de Vunité, 


Je me borne a énoncer les propositions suiyantes, d’ailleurs aisées a démon- 
trer : elles supposent que les nombres naturels 2, p soient premiers entre eux. 

En multipliant chacune des nv racines ni distinctes de 1 par chacune 
des p racines distinctes p'*s de t on obtient les np racines (rp)? distinctes 
deur 

Le produit dune racine “© primitive par une racine p® primitive est une 
racine (np )*"* primitive. 

En multipliant chacune des racines n'*™*s primitives par chacune des ra- 


iémes yee 


cines p primitives, on trouye toutes les racines (np primitives. 

Le lecteur yoit que la recherche des racines nis de Punité est lige a cer- 
taines propositions d’arithmétique et a la théorie des polygones réguliers. 
L’étude approfondie de ce probléme comporte de trés beaux développements 


que je laisse de cété. 


EXERCICES. 


89. Montrer que lon a 


NOMBRES IMAGINAIRES. , 27; 


Quels sont les nombres z tels que 3? soit égal au conjugué de 3? Y a-t-il 
des nombres z tels que 33 soit égal au conjugué de 3? 


90. En posant 


—i1+ iy3 
2 > 


montrer que l’on a, quels que soient les nombres réels x, vy, 3 


(w@—a)\(~@— @)= 22+ 47-1, 
(@—1)(4#—a)(#%— a?)= x3 —1, 


B+ y+ z—3arys=(H@+y+s)(o+ayt+a2s)(w~+arytas) (1). 


91. Dans quel cas le quotient de deux nombres imaginaires est-il un nombre 
réel? 


92. Y a-t-il un nombre purement imaginaire dont la puissance n'*"* soit 
égale a t? 
93. Si le cube du nombre a+ 6: (a, 6 réels) est réel, ou bien b est nul, ou 


ie 0 ; x ; : : ues 
bien — est égal a +y/3. Le cube de a + bi peut-il étre purement imaginaire? 
a 


94. Montrer, sans considérations géométriques, que lon a, en désignant par 
a, b, a’, b' des nombres réels, 


Via+taPp+r(b+b'sVat+ = a2 6”, 
|. 


Via—a’')y?+(6—BU'pPs | Va?+ b:— a?+ b? 


95. De Videntité (n° 91) 
(at a't)(b*+ 62) = (ab! + a'b)t+(ab —a'b!)', 


déduire la proposition suivante : 

Le produit de plusieurs nombres entiers dont chacun est la somme des 
carrés de deux nombres entiers est lui-méme la somme des carrés de deux 
nombres entiers. 


96. Quelles sont les racines carrées du nombre 1297 — 5? Calculer approxi- 
mativement les racines quatriémes du méme nombre. On calculera les valeurs 


(1) On reconnaitra de suite, apres avoir lu le Chapitre suivant, que ces identités 
ne supposent nullement la réalité des nombres z, y, 3. 


ip 17 
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approchées a 0,01 prés de la partie réelle et du coefficient de 7, pour chaque 
racine. 


97. Calculer avec la méme approximation tes racines cinquiémes de 9-+101. 
I 


98. La condition nécessaire et suffisante pour que la racine carrée de 1— x? 
soit réelle est que zw soit réel et appartienne a lintervalle (—1, +1), ou quex 
soit purement imaginaire. Conditions analogues pour que la racine carrée 
de s— x? soit purement imaginaire. 


99. En désignant par & un nombre réel positif, plus petit que 1, a quelles 
conditions doit satisfaire le nombre x pour que la racine carrée de 


(1— x?) (1—- hk? x?) 


soit réelle, pour qu’elle soit purement imaginaire? 


CHAPITRE VIL. 


ETUDE DES POLYNOMES A COEFFICIENTS ET A VARIABLES IMAGINAIRES. 


§ 14. — DEFINITIONS. INTERPRETATION GEOMETRIQUE. 


103. Le Chapitre précédent, consacré aux opérations sur les nom- 
bres imaginaires, a montré que les calculs effectués sur ces nombres 
se faisaient d’aprés les mémes lois que les calculs sur les nombres 
réels. Les conséquences qui se déduisent de ces lois, établies pour 
les nombres réels, s’étendront naturellement aux nombres imagi- 
naires. 

On a rappelé au n° 27 la définition d’un monome, ou d’un poly- 
nome, a variables réelles. Ces définitions s’étendent immédiatement, 
en admettant que les coefficients et les variables puissent étre ima- 
ginaires. Chacune des variables z, y, 2, ... pourra représenter un 
nombre imaginaire quelconque, c’est-a-dire que sa partie réelle et le 
coefficient de ¢ pourront étre des nombres réels quelconques. Les 
coefficients seront des nombres réels ou imaginaires fixes, qui peuvent 
ailleurs étre représentés par des lettres. Quand on attribue aux va- 
riables des valeurs déterminées, le monome ou le polynome prend 
une valeur déterminée que l’on sait calculer par les regles précé- 
dentes. Ainsi le polynome en x, y, 


(1+ t)a?— tay + y —1, 


si l’on attribue a x la valeur ¢, 4 y la valeur 1 + ¢, prend la valeur 1. 

[| n’y a rien a changer a la définition du degré. 

La valeur absolue d’un monome s’obtient en remplacant dans ce 
monome le coefficient et les variables par leurs valeurs absolues. 

La valeur absolue dun polynome est au plus égale a la somme des 
valeurs absolues des monomes qui le constituent; elle est au plus 
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égale a la somme des valeurs absolues de tous les coefficients, si les 
valeurs absolues des variables sont inférieures ou égales a1. Si, dans 
un polynome, tous les coefficients sont des nombres réels et positifs, 
et si les variables x, vy, 5, ... sont assujetties a avoir respectivement 
des valeurs absolues inférieures ou égales aux nombres positifs a, 6, 
c, ..-, la valeur absolue du polynome sera inférieure ou égale au 
nombre positif obtenu en remplacant les variables x, y, z, ... par 
Chel et orm 

Par exemple, le polynome 227+ 3y?+ 2ay + 4 -+1, si lon sup- 
pose |@|<1, |y|< 2, sera moindre, en valeur absolue, que 20. 


C’est surtout des polynomes a une variable que j’aurai 4 m’occuper : 
dordinaire, je désignerai la variable par la lettre z, et je poserai 
s=a-+1y, en désignant par x et y des variables réelles. Cette con- 
vention, qui est d’accord avec l’habitude qu’on a de désigner par x, v 
les coordonnées d’un point, du point qui, suivant les conventions du 
n° 95, représente z, n'a évidemment rien de nécessaire. Elle est 
commode en commencant; le lecteur, une fois habitué a emploi des 
variables imaginaires, ne craindra pas de les désigner par x, y, ..., 
ou n’iumporte quelles autres lettres. 

Une habitude commode, généralisation immédiate de celle qu’on a 
introduite au n° 10, consiste & employer la méme lettre ou le méme 
symbole pour désigner le nombre imaginaire d’une part et, d’autre 
part, le point dont ce nombre est Vaffixe. 

Par exemple, 1+ 2¢ désignera a la fois le nombre imaginaire dont 
la partie réelle est 1 et dont le coefficient de ¢ est 2, ou le point dont 
Vabscisse est 1, Vordonnée 2. Sil y a lieu de craindre quelque confu- 
sion, il suffira, pour l’éviter, de dire le nombre 14-27, dans le pre- 
mier sens, le point 1+ 27, dans le second sens. Cette fagon de parler 
s'appliquera naturellement soit aux nombres réels, soit aux nombres. 
purement imaginaires. Pour les nombres réels, représentés par des 
points de l’axe des abscisses, c’est la méme convention qu’au n° 10. 
Le point O est Vorigine des coordonnées. 

Un polynome 


ST (4) = (ao + thy) a" + (ay + 1b,) 2" +...4 ant thn, 


ott do, by, «++, Any On sont des nombres réels, est une fonction de la 
variable z= 7 + 7y, c’est-a-dire que, si lon se donne la valeur nu- 
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mérique de s (ou plutot les valeurs numériques réelles de a, v), on sait 
calculer la valeur numérique de f(s) (la partie réelle et le coefficient 
de z). L’étude de la facon dont varie f(s) avec 3 revient a l’étude de 
la variation simultanée de deux polynomes a coefficients réels en x, y, 
quand ces deux variables varient simultanément. Ces deux polynomes 
s obtennent en remplacant s par x + cy, dans le précédent polynome 
en s, en effectuant les calculs indiqués, et en séparant la partie réelle 


et la partie imaginaire : f(z) se met alors sous la forme 
: o(7, vy) +iv(r,y): 


o(.r,y) et ¥(x, 7) sont les deux polynomes en question. 

Au lieu de dire qu’a chaque valeur de z correspond une valeur de 
/(s), il revient au méme de dire qu’a chaque point z (de coor- 
données x, v7) correspond un point f(z) [de coordonnées o(2, y), 
U(x, yv)], ou que la fonction donnée (le polynome) définit une 
correspondance entre le point z et le point f(z), un mode de trans- 
formation qui permet de passer du pomt s au point f(z): étudier la 
fonction, c’est au fond étudier cette correspondance, ou cette trans- 
formation : on aura, en particulier, a traiter des questions comme 
celles-ci : quand le point z décrit un certain leu, quel est le heu 
correspondant décrit par le point f(z); quand le point est assujetti 
a rester dans une certaine région, dans quelle région le point corres- 
pondant f(z) est-il assujetti a rester? 


104. Considérons quelques exemples simples : 


Fig. 33. 


x +A 


Soit dabord f/(z)=2z-+ A, A étant un nombre imaginaire quel- 
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conque; @apres le n° 97, le point s + A se déduira du point z en lui 
faisant subir une translation définie par le vecteur qui va du point O 
au point A: En d’autres termes, le vecteur qui va du point 3 au 
point s+ A est équipollent au vecteur fixe qui va du point O au 
pot A. 

Quand le point z décrit une courbe quelconque, le poimt 3 + A 
décrit une courbe égale : on passe de la premiére courbe a la seconde 
par la translation qu’on vient d’expliquer; de méme, quand le point z 
est assujetui a rester dans une certaine région, le point s + A est as- 
sujetti par la a rester dans une région égale, qui se déduit de la pre- 
miére par cette méme translation. 

Soit f(s) = Az. Désignons par a la valeur absolue de A : On com- 
mencera par déduire du point 3 un point 2’, homothétique du point s 


par rapport au centre O, le rapport d’homothétie étant a; le point 3! 
sera image du nombre az; puis on fera tourner le yvecteur qui part 
du point O pour aboutir au point s’ dun angle égal a argument de A; 
Vextrémité du vecteur viendra au point Az; c’estce quia été expliqué 
au n°? 97; le point Az se déduit donc par une homothétie, définie par 
son centre (le point O) et son rapport (le nombre positif @), suivie 
(une rotauion effectuée autour du point O, rotation dont Vangle est 
argument de A, qui est fixe. Si le point z décrit une figure quel- 
conque, la figure décrite par le point Az s’en déduira par une homo- 
thétie, suivie d’une rotation; ce sera une figure semblable a la figure 
décrite par le point z, le centre de similitude (le point qui coincide 
avec son homologue) étant le point O; elle lui serait homothéuque si 
A était réel, directement si A était positif, inversement si A était né- 


gauf. Si le pot z décrivait, dans le sens direct, un cercle ayant son 
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centre au point O, le point As décrirait, dans le méme sens, un cercle 
concentrique; le rapport des rayons des deux cercles serait a. Si le 
point 3 était assujetti a rester dans le premier cercle, le point Az se- 
rait assujetti a rester dans le second. 

Soit f(z) = Az+ B. On déduira le point Az du point 3, comme 
on vient de l’expliquer, puis on fera subir 4 ce point Az une trans- 
lation égale au vecteur qui part du point O et aboutit au point B; si 
le point s décrit une figure queleonque, le point Az + B décrira une 
figure semblable, mais le centre de similitude ne sera plus le point O. 
Sile point z décrivait, dans le sens direct, un cercle ayant son centre 
en O, et de rayon égal a 9, le point As +B décrirait, dans le sens 
direct, un cercle ayant pour centre le point B, et un rayon égal a aa, 
en continuant de désigner par @ la valeur absolue de A. Si le point z 
était assujetti a rester a l’intérieur du premier cercle, le point As + B 
serait assujetti a rester a l’intérieur du second. 

Soit f(s) = 2". Désignons par o et par @ la valeur absolue et l’ar- 
gument de z; la valeur absolue ect l’argument de 3” seront respecti- 
vement o” et n4; si lon considére les deux cercles décrits du point O 
comme centre avec les rayons 9 et 0”, le point 3 sera sur le premier, 
le point s” sur le second; s’il faut faire tourner de l’angle @ la direc- 
tion positive de l’axe des abscisses pour l’amener a passer par le 
point z, il faudra la faire tourner de langle n4 pour l’amener a passer 
par le point 3”. 

Supposons que 9, et par conséquent 9”, soit constant, et que le 
point z se meuye sur le cercle de rayon 9, le point 3” se mouvra sur 
le cercle de rayon 9”. Si le point z se meut dans le sens direct, il en 
sera de méme du point 3”; si le point s décrit la n'*™* parte du pre- 
mier cercle, dans Ie sens direct, le point s” décrira, dans le sens 
direct, le second cercle tout entier; si le point z décrit le premier 
cercle tout entier dans le sens direct, le point 3” décrira n fois le 
second cercle, dans le méme sens; il passe alors n fois par un point 
quelconque de ce second cercle. Si, pour la position zy) du point 3 
sur le premier cercle, le point 3” est au point Zo sur le second cercle, 
lorsque le point z aura décrit sur le premier cercle, a partir de Zo, 
la n'’™ partie de la circonférence, le point z” se retrouveraen Zo, ..., 
les n positions du point z sur le premier cercle pour lesquelles le 
point z” coincide avec le point Z) sont les sommets d’un polygone 
régulier de n cétés inscrit dans ce premier cercle; ils figurent les 2 va- 
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leurs de s pour lesquelles le nombre z” est égal a Zo, les n racines n™* 
de Z,, ces résultats sont bien conformes avec ceux des n® 99, 100. 
Si le point z était assujetti A rester a l’intérieur du premier cercle, le 
point s” serait assujetti a rester a l’intérieur du second. Les deux 
cercles coincident si l’on suppose 9 = 1; le second cercle est intérieur 
au premier si p est plus petit que 1, extérieur si 9 est plus grand 
que t. 

Soit f(z) = As”; aprés avoir déduit le point z” du point z, on dé- 
duira le point Az” du point z” par une homothétie, dont le centre 
est le point O, dont le rapport est le nombre a =| A], suivie d’une 
rotauion autour du point O, rotation dontl’angle est argument de A. 
Si l'on suppose encore que le point s décrive, dans le sens direct, le 
cercle de rayon ¢ dont le centre est le point O, le point Az” décrira, 
dans le sens direct, le cercle concentrique, dont le rayon est ao”; il 
le décrira n fois si le point s décrit une fois le premier cercle. 

Soit enfin f(z) = As”+ B. Ayant construit, comme on vient de 
Vexpliquer, le point As” en partant du point z, on lui fera subir une 
translation définie par le vecteur qui va du point O au point B, et 
Pon aura ainsi le point Az’+ B. Si lon suppose toujours que le 
poimt z décrive, une fois autour du point O, le cercle de rayon 0, 
dans le sens direct, le point Az”-+ B décrira n fois, dans le sens 
direct, le cercle déduit du point B comme centre avec le rayon ao”, 
en passant n fois par chaque point de ce cercle; si le point z est 
assujetti a rester a Pintérieur du premier cercle, le point Az*+ B 
sera assujetu a rester a Vintérieur du second, 


§ 2. — ETUDE D’UN POLYNOME POUR LES VALEURS DE LA VARIABLE 
VOISINES D'UNE VALEUR DONNEE. 


105. Soit maintenant 


un polynome en z, ordonné suivant les puissances ascendantes de <, 
que on veut étudier pour les valeurs de z voisines de 0. Désignons 
par ¢ la valeur absolue de z et par a, a, ..., dp, les valeurs abso- 


lues des coefficients Ag, Ay, Ao, ..., An: La valeur absolue de f(z) 
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sera au plus égale au nombre ay-+a,9 +...+ ano", au nombre 
So= A +a,+...+ an, sio est inférieur ou égal a1. L’expression 
dy)+a,o-+... est un polynome en ¢ a coefficients réels et positifs; 
on sait comment elle varie avec 9. 

Si, en particulier, les premiers termes du polynome /(z) manquent, 
si ce polynome commence par le terme A, s?, on pourra l’écrire 


zP ( Apt Apvt LES 5 OS Ap Z@-P ae 


Supposons 9 inférieur ou égal a 1, la valeur absolue du polynome 


qui multiplie s” sera au plus égale a Sp=ap+ Qpyit... +n; 
Ja valeur absolue du polynome proposé sera au plus égale 4S, o?; s1 
Yon veut qu’elle reste inférieure 4 un nombre positif ¢, arbitraire- 
ment donnée, il suffira de prendre 


I) TE 
AV 
Pp 


SiS) Ss ANG - Ay i Ay 3? + teey 


Revenons au polynome 


en supposant toujours qu’on ne considere que des valeurs de z voi- 
sines de 0; de méme que dans le cas ott il ne s’agit que de variables 


réelles, les expressions 
Ao, Ao+ Aj, - Ag+ Ayo—+ Ag2?, 


constituent des expressions approchées de f(z). Considérons par 
exemple la derniére : la différence f(z) — (Ao A,3s + A» 3?) n’est 
autre chose que le polynome, commencant par un terme en 3°, 


A3 33+ A,s'+...+ An 3”, 


dont la valeur absolue, pourvu qu’on ait |z|S1, est au plus égale 
3 a 
al 539°, et reste inférieure a ¢ si l’on suppose 9 < \/s . 
3 


Notons encore que le polynome f(z) pourra étre mis sous la forme 


J (4) = Ao + Ais + Ap z?+ M23, 


M étant un polynome en z dont on sait que Ja valeur absolue, pourvu 
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que la valeur absolue de zs reste inférieure 4 un nombre posit fixe, 
reste elle-méme inférieure 4 un nombre positif fixe que Von sait cal- 
culer. 

in particulier, pourvu que < soit suffisamment voisin de 0, la 
différence entre f(z) et Ay est petite en valeur absolue : le point f/(2) 
est aussi voisin qu’on le veut du point Ag, avec lequel il se confond 
quand < est nul, pourvyu que le point < soit suffisamment voisin du 
point O : c’est ce qu’on exprime en disant que le polynome f(z) est 
une fonction continue de z, pour z= 0. Pourvu que 9 soit moindre 


que 5 On & 


S1 
| f(«) — Ao| KS 


et le point f(z) reste a Vintérieur d’un cercle décrit du point Ag 
comme centre avec un rayon égal a ¢. Supposons que Ay ne soit pas 
nul; on a pu alors choisir ¢ << ay; dans ces conditions le point O est 
extérieur au cercle de rayon ¢ décrit de Ay comme centre; le 
point f(z) ne peut donc venir au point O : En d’autres termes, sil 
y aun terme constant dans un polynome, ce polynome ne peut s’an- 
nuler lorsque la valeur absolue de z reste inférieure 4 un nombre 
positif que Von sait fixer. 

Un polynome, dont tous les coefficients ne sont pas nuls et qui 
sannule pour z= 0, ne peut étre nul pour les valeurs de z suffisam-— 
ment voisines de o. 

Un polynome, dont tous les coefficients ne sont pas nuls, ne peut 
élre nul pour toutes les valeurs de z. Deux polynomes ne peuvent 
prendre les mémes valeurs pour toutes les valeurs de z sans étre 
identiques terme a terme (n° 33). 


106. Je vais maintenant montrer que si un polynome f(z) contient 
un terme constant Ay, on peut trouver des valeurs de z, aussi yoi- 
sines de o qu’on le veut, telles que, pour ces valeurs, on ait 


ae ane | Ao I. 


Cette proposition nous sera utile un peu plus loin. 

Par hypothése, le polynome, ordonné suivant les puissances ascen- 
dantes de z, commence par un terme constant Aj; il peut manquer 
ensuite plusieurs termes; Je suppose que le premier terme (non nul ) 
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qui suive Ay soit Ayz?;le polynome peut se réduire a ces deux termes 
et avoir la forme Ay+ A, 3?; s'il y a d'autres termes, on pourra dans 


Fig. 35. 


tous ces termes mettre s?t', au moins, en facteur et écrire le poly- 
nome sous la forme 


Z= Ap + Ap,sP+ Mart; 


je ne considérerai que des valeurs de s telles que l’on ait |z| <1; 
alors la valeur absolue du polynome M restera inférieure 4 un nombre 
posiuif fixe m, a la somme des valeurs absolues de ses termes, par 
exemple. Je continuerai de désigner par a, Gp, o les valeurs ab- 
solues des coefficients Ay, A, et de la variable s. 

Quand < est petiten valeur absolue, les expressions 


No, b= Ayt+ Ap SP 
constituent des expressions approchées de Z. Lorsqu’on donne a 3 
une valeur numérique, la valeur absolue de la différence entre les 
deux nombres Z, et Ay, la distance entre les deux points Z, et A, 


est égale a apo?; on peut la supposer moindre que a; 11 suffit de 


ees 
iy = : ; a 
prendre pour cela o < Ves Verreur commise en substituant Z, aZ, 
a 
ae 
c’est-a-dire MzP*!, est moindre en valeur absolue que mo?t'; en 


d’autres termes, la distance entre les deux points Z, et Z est moindre 
que mo?*!; on peut la supposer moindre que a@po?; il suffit de 


a * 3 . n 3 . 
A hele S pA Lene A de “PS 
Gi, i Je Supposeral 9 inférieur au plus peut des nombres 


pre ndre 
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positifs 
ap m 
dailleurs aussi petit qu’on le voudra. 

Supposons que le point z décrive, dans le sens direct, un cercle de 
rayon 9, et dont le centre soit le point O : le point Z, décrira p fois, 
dans le sens direct, un cercle (C) dont le centre sera le point Ao et 
dont le rayon apo? sera moindre que dy, en sorte que le point O sera 
certainement extérieur au cercle (C). 

Soit K le point du cercle (C) situé entre O et Ay sur la droite qui 
joint ces deux points. Quand le point Z, est en K (il y passe p fois), 
le point Z, dont la distance au point Z, est toujours moindre que le 
rayon de (C), se wouve alors a lVintérieur d’un cercle décrit de K 
comme centre avec un rayon moindre que le rayon de (C): ce cercle, 
de centre K, sera donc intérieur au cercle décrit du point O comme 
centre avec un rayon égal 4 a); cela revient a dire que le point Z 
est a une distance du point O moindre que @, ou que la valeur 
absolue du nombre Z est moindre que ay, lorsque le point 3 est dans 
Pune des p positions pour lesquelles Z, est en K. 


107. Lorsqu’on veut étudier un polynome 


F(@) = Ao -AiZ + A, 3? +... Apes 


pour les valeurs de z voisines d’un nombre donné zy, on raméne 
(n° 3d, etc.) cette étude au cas ot la variable est voisine de o, en 
posant = = z)-+ A, puis en ordonnant le polynome 


Jil Sy h) = Ag+ A, (49+ h) -+- Ayg(Zo+ h)?+. At ae Nl £36) te h), 


suivant les puissances ascendantes de h; / sera alors regardé comme 
une variable imaginaire, petite en valeur absolue. Les résultats du 
Chapitre II, fondés uniquement sur les régles relatives a l’addition et 
a la multiplication, s’appliquent sans changement. Si l’on désigne par 


SF (4) = Ai+ 2A.z + 3A322-+...+ nA, s?-1, 
“(ge)=1.2Ae+2.3A03+...4+(n—1)nA,3"-, 
FP (aH 128 pA) 223-6 Pp 4-0) Ape 
+(n—p+t)(n-p+2)...nA,2"-P, 


aac) Chea eck Ooo a il6vie 616; (se. eile. «16, [elie ve Cit Clete > 


GROG) = Nees golds 
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les n dérivées du polynome f(s), dont la n° est une constante, ona 


: f' (30) "(2 
S (40+ h) = f(s) + —— ee — o) pr, a 
2 
"(D(x ae 
F i SEO oe: ee JAY) ye 
I. 5 -P rey ais de 
ou, si lon veut, 
: f'( 40) F(z) 
f(a)= f (40) + ——* (4 — 40) + (6 — 2) + 
Ws 
Sf Oe zy)" 
Dia ee 
en désignant par /(<)), f’(20), --. les valeurs des polynomes f(z), 
J'(4), «+.» quand on y remplace z par sy. Si A est petit en valeur 
absolue, si z reste voisin de zo, la valeur de f(z) reste voisine 


de f(2o), aussi voisine qu’on le veut, pourvu que la valeur absolue 
de fA soit suffisamment petite : c’est ce qu’on exprime en disant que 
le polynome est une fonction continue de z, pour z= Sp. 

Si le polynome f(z) s’annule pour z = Zo, 3) est une racine de ce 
polynome; Vordre de multiplicité de cette racine est la plus haute 
puissance de 4 que lon puisse mettre en facteur dans le polynome 
J (40+) ordonné suivant les puissances de h; c’est le degré du pre- 
mier terme de ce polynome qui n’est pas nul; pour que zy, soit une 
racine d’ordre de multiplicité p du polynome f(z), il faut et il 
suffit que ce polynome s’annule pour 3 = Zy ainsi que ses p —1 pre- 
mieres dérivées, et que la p'™ dérivée ne s’annule pas. Si Pordre de 
multiplicité p, défint comme plus haut, était égal a 1, la racine 5 
n’est pas multiple; elle est s¢mple; dans ce cas la dérivée f'(z) ne 
s'annule pas pour 5 = Zp. Si Z9 est une racine d’ordre de multiplicité p 
pour le polynome f(s), c’est une racine multiple d’ordre p—1 
‘pour f'(s); puisque les p — 2 premieres dérivées du polynome f(z) 
s'annulent pour z= Zo, et que sa (p — 1)""° dérivée ne s’annule pas; 
elle est d’ordre p—2 pour f(z), d’ordre 1 (une racine simple) pour 
f'P-(z); ce nest pas une racine pour /'?)(z). On peut mettre 
alors le polynome f(z) sous la forme f(s) = (2 — 50)? 9(3), 9(4) 
étant un polynome qui ne s’annule pas pour 3 = Z9. Réciproque- 
ment, si ’on peut mettre f(s) sous cette forme, le polynome 9(s) 
ne s'annulanl pas pour 5 = 39, on peut affirmer que Zo est une ra- 


cine de f(z), d’ordre de multiplicité p. Si z, est une racine de f(s), 
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autre que Zo, 2, est une racine de (2), elle est du méme ordre de 
multiplicité dans /(z) et dans 9(z). 

5i le polynome f(z) ne s’annule pas pour z = Zp, il ne s’annule 
pas non plus pour les valeurs de s suffisamment voisines de 29; mais 
on peut, @aprés le numéro précédent, trouver de telles valeurs pour 
lesquelles on ait 


If(4) 1 <1 Fo) | 


108. Considérons maintenant les valeurs de la variable qui sont 
grandes en valeur absolue. Pour de telles valeurs, le polynome est 
lui-méme trés grand en valeur absolue. 

Supposons, en effet, que ce polynome soit de degré nr; en Vordon- 
nant suivant les puissances descendantes de z on pourra l’écrire 


F(4) ee Boys? + B, 2-1-4, Boe Bis == By 


I Ne! 1\ 2 
ed AC | Bo+ Bi (=) +...+Bas(5) +B, (5) |. 


Le polynome entre crochets, dans le dernier membre, est un poly- 
I r . : [ 
nome en -, ordonné suivant les puissances de —, dans lequel le 
premier terme By n'est pas nul. 
On peut choisir la valeur absolue 9 de z assez grande, ou la valeur 


I I ; aay 
absolue = de = assez petite, pour que la différence entre le polynome 


en~ qui est entre crochets et son premier terme Bo soit moindre en 
valeur absolue que tel nombre positf ¢ que Von voudra. Dans 
‘ces conditions la valeur absolue de /(3) serasupérieure a 0” (by — ¢), 
en désignant par by la valeur absolue de By, que l'on peut supposer 


plus grande que ¢. Or, il est clair que, pourvu que o soil assez grand, 
la valeur de o”(b)—¢) peut dépasser tel nombre posiuf que ton 
voudra. 


On voit, en particulier, que, lorsque le point s est a Pextérieur dun 
cercle décrit du point O comme centre avec un rayon suffisamment 
grand, le polynome f(s) ne peut pas s’annuler, 


§ 3. — EXTENSION DE DIVERS RESULTATS. 


109. La formule du binome (n°? 43) s'applique aussi bien, qual 


sagisse de nombres réels ou de nombres imaginaires. On peut, en 
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paruculier, l'appliquer au développement de (a + 07)”, en supposant 
que a, b soientréels; on trouve ainsi 


(a+ bi)" =A+ Bu, 


A et B étant des nombres réels définis par les formules 


ea a — Up ars bt Chat bt—.. (= 1)P GE, «at 2P bap. He, ..., 
| B= Cab — Char—3b3+ Ch an5b5—...— (— 1)? C2, a9 16-1, 
les coefficients numériques C%, Ch, ... ont été définis au n° 43. Les 


derniers termes de A, B sont respectivement 


nm m 
(—1)26", —(—1)?nabr-1, 
si 7 est pair et 


n—t n--41 


(—1) 2? nabr—!, —(—1) ? br, 
sin est impair. 
En prenant en particulier a= cos4, b= sin§ et en se rappelant 
(n° 97) la formule de Moivre : 


(cos6+7sin0)?= cosn0 + ¢sinn§, 
on obtient les relations 


( cosn6 = cos”6 — C¥ cos”—26 sin?6 + C? cos”—*6 sin’ § —..., 


(2 : ‘ : we 
) ( sinn@ = C? cos” sin§ — C# cos”—30 sin30+..., 
dont les seconds membres sont des polynomes homogeénes en cos4 
et sind. 

En posant cosf =z, ona 


sin§ = /1— 2?, 


et Pon reconnait, puisqwil n’entre dans le développement de cosn4 
ue des puissances paires de sin9, dans le développement de sin§ que 

q p i ) I | 

des puissances impaires, que cos74 est un polynome en & et que sinn§ 


est un polynome en # multiplié par Vi— x?; ces deux polynomes 
sont de degrés respectifs n et n —1; les coefficients numériques des 
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termes du plus haut degré sont respectivement 


Co + Cy+ C,+..., 


Ge] C= Cee 


cest-a-dire quils sont tous deux égaux a 2”! (n° 43). 
Enfin, en divisant membre 4 membre les égalités (2) et en diyisant 
par cos”@ les deux termes de la fraction que l'on obtient alors au 


second membre, on trouve 


C? tang) — C? tang39 + C# tangs —... 
1— C# tang?) + C#tang+0 +... 


2 


tangnd = 


tangn4 est une fraction rationnelle en tang 4. 
En combinant Ja formule de Moivre avec celle qu’on en déduit en 
changeant 4 en — 9, on yoit qu’on peut aussi écrire 


__ (cos + ¢sin6)"+ (cos) — rsinO)” 
= 2 


cosné , 


(cos0 + ¢sin#)”— (cos —isin@)r 
QU 


sinnd = , 


(1+ 7c tang 4)” — (r—Ztang))” 
t[(t+cvtang))?+ (1—ctang))” | 


tanger = 


110. La théorie de la division des polynomes ordonnés s’étend 
sans aucun changement aux polynomes a coefficients et a variables 
lmaginaires, puisqu’elle est fondée uniquement sur des réegles de cal- 
cul qui s’appliquent aussi bien aux nombres imaginaires qu’aux 
nombres réels. 

Onappelle fonction rationnelle de z ou fraction rationnelle en s 
une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont des poly- 
nomes en 3. Les explications qui précédent suffiront au lecteur pour 
étendre a ces fractions la plupart des propriétés qui ont été établies 
au Chapitre LV; il verra de suite, en partuculier, comment, lorsque le 
dénominateur ne s’annule pas pour z = 0, on obtuent des polynomes 
sumples qui représentent, avec telle approximation que l’on veut, la 
fraction rationnelle; une fraction rationnelle est continue pour toute 
valeur de z qui n’annule pas le dénominateur. Si 3) est une valeur 
de z qui annule le dénominateur sans annuler le numérateur, la fonc- 
tion est tres grande en valeur absolue pour les valeurs de s suffisam-~ 
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ment voisines de 3); il en est de méme si Zp annule le numérateur 
comme le dénominateur, lorsque z) est pour le dénominateur une 
racine Vordre de multuplicité plus grand que pour le numérateur. On 
dit alors que la fonction est infinie pour s = Zg, et que Z» est un pole 
de cette fonction; ordre de multiplicité du pole est la différence des 
ordres de multiplicité de 9 considéré comme racine du dénominateur 
et du numérateur. Si zy n’était racine que du dénominateur, |’ordre 
de multiplicité du pdle serait lordre de multiplicité de zy considéré 
comme racine du dénominateur. Si Pordre de multiplicité du pdle zo 
était 1, ce pole ne devrait pas étre regardé comme multiple, mais bien 
comme simple. 

Si Zy est un pole d’ordre de multiplicité p, il existe un polynome 


I ; , 
en ———> de degré p, sans terme constant, et, par conséquent, de la 


=< ~0 
forme 
Ao he Ay ; ats Ap-1 


ee eee Re. ee a Oe ee ee 
(4 — Zo)? Cag) ca &— & 


tel que la différence entre la fraction rationnelle et le polyneme peut 
étre regardée comme une fonction continue de 3 pour 2 = 2; ce poly- 


I : att : : ns 
nome en ———> qui est Vailleurs unique, se calcule comme il a été 
a 0 


expliqué au n° 65. Je continuerai de le désigner comme la partie de 
la fracuion qui devient infinie pour z= Zo. Le coefficient Ap_, du 


terme en s'appelle le résidu du pole Zp. 
4 — BY 


La théorie de la décomposition en éléments simples d’une fraction 
J(4) 


(aaa ee subsiste sans chan- 
PO) (ee aa oll a= 


rationnelle de la forme 


gements. 

ll en est de méme pour les théories de la divisibilité des polynomes, 
du plus grand commun diviseur, du plus petit commun multiple 
de deux ou plusieurs polynomes. Toutefois introduction des nombres 
imaginaires modifie profondément la notion de polynome premier 
telle qu'elle a été présentée au n° 80. 

On y considérait alors comme premier tout polynome qui ne pou- 
vait se décomposer en un produit de polynomes : tel était par exemple 
le polynome x? +1, impossible a décomposer lorsqu’on ne considere 
que des polynomes a coefficients réels, qui est égal au produit des 
facteurs du premier degré «—i, «+7, quand on introduit les 

ie 18 
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nombres imaginaires. On verra tout a Pheure qu’au point de vue ou 
nous sommes, les seuls polynomes indécomposables sont les poly- 


nomes du premier degré. 


§ 4. — THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE. 


111. La proposition connue sous ce nom peut s’énoncer sous la 


forme suivante : 


Tout polynome en 3 du degré nest le produit den facteurs du 
premier degré en z, a coefficients réels ou tmaginaires. 


a 


La démonstration de cette proposition se rameéne aisément a la dé- 
monstration de la suivante : 

Tout polynome en z a coefficients réels ou imaginaires admet au 
moins une racine réelle ou imaginaire. 

Avant dindiquer une démonstration de cette derniére proposition 
il convient d’en rappeler le sens précis. 

Soit 


S(4) = (Ao + bot) 3" + (a, + byt) oe! 14+... 4+ (an + dnt) 


un polynome en z du degré 7 dont les coefficients sont les nombres 


complexes' @p-- byt; @,¢-- Oy) 0, oe, Ante Onl, Ay, Ai, “BVA; 
by, by, «+. by étant des nombres réels; je n’exclus pas le cas ot, bo, 
b,, ..., by étant nuls, les coefficients seraient réels. 


Le théoreme précédent veut dire qu il existe un nombre 3, = 2, +/y,, 
ou plutét deux nombres réels x,, 7, tels que si l'on remplace dans 
f(s) spar 7,+7ty;, et que l’on effectue les calculs d’aprés les régles 
du Chapitre précédent, le résultat soitnul, la partie réelle et le coeffi- 
cient de z étant nuls séparément. 

On peut encore présenter les choses ainsi : dans f(z) remplacons 3 
par z+ ry, en désignant par x et y deux variables réelles. 


Le polynome f(z) prendra la forme (n° 103) 
S(4) = 9%, Y) HUY (2, ¥) 


en désignant par 9(2, vy) et Y(xv, vy) des polynomes a deux variables 
réelles x, y et 4 coefficients réels. La proposition énoncée veut dire 
quily a un couple de nombres réels x,, 7, qui annulent les poly- 
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nomes o(z, v7), U(x, 7) ou encore que les deux équations, a coeffi- 
cients rée/ls 


g(@%, y)=0, Y(r,y)=0, 


admettent une solution réelle x=a2,,vy= 1. 


112. La démonstration que je donnerai de ce théoréme repose sur 
le postulat suivant que je prierai le lecteur d’admettre : il est d’ailleurs 
susceptible dune démonstration parfaitement rigoureuse : c’est un 
eas particulier d’une proposition beaucoup plus générale. 

Soit g (2, y) un polynome a deux variables réelles z, y et a coeffi- 
cients réels; parmi les couples de valeurs (réelles) de x, y qui satis- 
font a la condition x? + y?SR?, ot R estun nombre positif donné, il 
yenaun2z,, y; qui fait acquérir au polynome g(z, y) une valeur 
minimum g(.2,, 7,): ¢ est-a-dire que, pour tous les couples de valeurs 
de x, y qui vérifient linégalité précédente, on a certainement 


B(%1, V1) ZB(2, S)- 


En d’autres termes, al’intérieur du cercle (C) décrit de l’origine des 
coordonnées comme centre, avec le rayon R, ou sur la circonférence 
de ce cercle, il y a un point dont les coordonnées vérifient Pinégalité 
précédente. 

La démonstration rigoureuse de ce théoreme repose essentiellement 
sur ce quun polynome est une fonction continue des variables qui y 
figurent : elle s’étend par conséquent aux fonctions continues autres 
que les polynomes. Quant au théoréme lui-méme, il parait peut-étre 
au lecteur plus évident qu'il n’est en réalité : on sentira bien la néces- 
sité de cette démonstration que je supprime, en observant que la pro- 
position cesserait d’étre vraie sil’on remplacait Pinégalité 2? + y?<R? 
par linégalité 2? +- y? << R?, et ce dernier point est assez clair, puis- 
qu'il peut arriver que ce soit précisément pour un couple de valeurs 
z,,.v. vérifiant la condition 2} + y{=R? [pour un point situé sur 
la circonférence du cercle (C)], quele polynome atteigne la plus petite 
valeur possible. 


Quoi qu’ilen soit, sil’on admet ce postulat (1), la démonstration de 


(') Paurai Voccasion d’admettre plus tard la proposition analogue pour les fonc- 
tions continues aune seule variable (Jntroduction, p. 237). 
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lexistence dune racine pour le polynome 


F(4) = (aot bot) 2% + (a, + O42) 22-24... + an + Ont 


repose sur ce que, dans le voisinage de chaque valeur s qui n’annule 
pas f(z), il ya des valeurs de z pour lesquelles on a| f(3)|<|/f( 4) | 
(me=105,, 107). 

Le postulat qu’on vient d’énoncer va étre appliqué, en choisissant 
convenablement le cercle (C), au polynome 


E(B) = PLINY); 


ou o(2, ¥), U(x, vy) sont les polynomes a coefficients réels et a va- 
riables réelles que l'on déduit du polynome f(z) quand onremplace 
par 2 -+ Ly, et qu’on sépare la partie réelle et la partie imaginaire, 
ainsi qu’on l’a expliqué au numéro précédent : le polynome g(a, v) 
représente le carré de lavaleur absolue de f(z), pours = x + 7y, ou, 
si ’on veut, le carré de la distance a Vorigine du point f(z). Dire 
quil y a un point, de coordonnées x,, y,, situé soit al intérieur, soit 
sur la circonférence de (C) tel que lon ait g(%., 71)Sg(z, 7) 
pour tous les points de coordonnées x, vy, situés soit a lintérieur 
de (C) soit sur sa circonférence, revient a dire quil y a un point 
5,=24,+y,, silué a l’intérieur ou sur la circonférence de (C), tel 
que l’on ait, pour tous les points z= x + vy situés a Vintérieur ou 
sur la circonférence de (C), | f(z,)|S| f(4) |. Ceci posé, soit s’ une 
valeur quelconque de z qui n’annule pas f(z); soit P un nombre 
positif quelconque supérieur a | /(2')|; soit R un nombre positif, 
tel que lon ait | f(z)|> P, si la valeur absolue de z est égale ou 
supérieure 2 R. On a montré, au n° 108, comment, lorsqu’on se 
donnait le nombre P, on pouvait déterminer R. On va prendre 
pour le cercle (C) le cercle de rayon R, dont le centre est a l’ori- 
gine. Pour tout point z situé a l’extérieur ou sur la circonférence 
de (C), ona |/f(z)| > P; tous les points z pour lesquels on a|f(z)| <P 
sont done a lVintérieur de (C); tels sont en particulier le point 2’, les 
points z pour lesquels on a | f(z)|S{ f(s')|, le point s, défini plus 
haut; pour ce point la valeur absolue de f(z, ) est certainement infé- 
rieure ou égale a | f(2')|, puisque le point z’ est a lintérieur de (C). 

Hen résulte que f(z,) est nul; si, en effet, f(s, ) n’était pas nul, il 
y aurait un point z pour lequel on aurait | f(s) |< | f(s,). Cette iné- 
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galité entraine | f(z) |< P, elle exige donc que le points soit a l’inté- 
rieur de (C); mais alors elle contredit la supposition en vertu de Ja- 
quelle on a | f(s,)|S| f(s)| pour tous les points z situés a Vintérieur 
dei(G). 

I] faut done que V’on ait f(s,) = 0, ou 


(21, ¥1) = 0, Y(@1, ¥1) =09, 


et la proposition énoncée est établie. 


113. On va maintenant montrer que tout polynome du degré n a 
coefficients réels ou imaginaires est le produit de n facteurs de la 
forme z — a, oa est un nombre réel ou imaginaire, et d’un facteur 
numérique égal au coefficient de s” dans le polynome. 

Soit en effet 


J( 4) = Ao stt Aysr-t+...+ An-13+ An 


le polynome proposé. En vertu du numéro précédent il admet une 
peer. I 

racine Z,; 11 est done divisible par z— z,; le quotient est un po- 

lynome f,(z) de degré n —1, quicommense par le terme Ay2”~'; ce 

polynome f,(z) admet lui-méme une racine z,; il est divisible par 

Z — Zs, et le quotient est un polynome du degré n — 2 qui commence 
2) q pony § 

par le terme Ayz’~?; en continuant ainsi, de proche en proche, on 

arrive 4 un polynome f,_, du premier degré qui commence par le 

terme A,z et que l’on peut écrire Ay(z—Z,) en désignant sa ra- 

0 q Pp 8 


cine par z, ; la suite d’égalités 


Sf (4) =(6—2%)fi(4), 
Si(4) =(%— 22) fo(2), 


en remplacant dans la premiére f, (2) par (3 — 32) f2(z), puis dans 
le résultat f.(s) par (s — 33) f3(z), ..-, entraine Videntité 


f(s) = Ao(%4 — 41) (4 — 39) (4 — 23). ( 3 — Sn), 


que Von avait annoncée. 
Rien ne suppose dans le raisonnement précédent que les nombres 


Zi, 22, +++) Sn soient distincts, Si l’on désigne par a, 6, ..., / les 
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nombres différents qu’on peut tirer de la suite 2,, 22, ---, 225 Sl 
l'on suppose que a figure a fois dans cette suite, que 6 y figure 
6 fois, ..., que dy figure ) fois, on peut écrire Videntté précédente 
sous la forme 


(1) ST (4) = Ao (4 — a)*(a— 6B... (2 — 1); 


les nombres x, 8, ..., A sont des nombres naturels; mais rien n’em- 
péche quils soient égaux a1; on a d’ailleurs 


at+tBP+...+¢A=n. 


Supposons qu’on se donne un polynome f(z), cest-a-dire qu'on 
se donne ses coefficients, et qu’on Vait mis sous la forme précé- 
dente. 

On voit, puisqu’un produit ne peut étre nul sans qu’un de ses fac- 
teurs soit nul, que le polynome f(z) ne peut s’annuler que pour les 
seuls nombres a, b, c, ..., /, qui sont en nombre au plus égal an. 

On voit aussi que le polynome /(s) ne peut étre mis que d'une 
seule facon sous cette forme, oti tout est déterminé, les nombres a, 6, 


c, ..., 2, qui sont les racines distinctes de f(z), les exposants a, 
6, ..., A, dont chacun indique Pordre de multiplicité de la racine 


correspondante, le facteur constant A, nécessairement égal au coeffi- 
cient de z” dans le polynome f(s). 

Au reste, on pourrait invoquer encore le théoreme du n° 80, sur 
Pimpossibilité de décomposer de deux facons différentes un polynome 
en un produit de facteurs premiers : ces facteurs premiers sont ici, 
comme on l’a dit plus haut, les polynomes du premier degré. 

Un polynome de degré n ne peut s’annuler pour plus de n valeurs 
distinctes de la variable. 

Si l’on sait d’un polynome en z quwil n’est pas de degré supérieur 
anet qu il s’annule pour plus de n valeurs distinctes de z, on peut 
affirmer que tous ses coefficients sont nuls, car, si ’un de ces coeffi- 
cients n’était pas nul, le polynome serait d’un certain degré p< 7, 
ou bien il se réduirait 4 une constante, dans le cas ot tous les coefti- 
cients seraient nuls, sauf le terme constant. Dans le premier cas il ne 
pourrait s’annuler pour plus de p valeurs distinctes de z; dans le se- 
cond cas, il ne serait jamais nul. 


Deux polynomes en zs du degré n au plus ne peuvent prendre des 
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valeurs égales pour plus de nv valeurs distinctes de z sans étre iden- 
tiques terme a terme, puisque leur différence est un polynome en z 
de degré n au plus qui s’annulerait pour plus de n valeurs de la va- 
riable. En d’autres termes, il n’existe qu'un polynome de degré infé- 
rieur ou égalan qui prenne n +1 valeurs données pour n+ 1 valeurs 
données distinctes de la variable. 

On a appris a former ce polynome au n” 67, dont les conclusions 
s’étendent immédiatement au cas d’un polynome a coefficients et a 
variable imaginaires. 


114. Lorsqwun polynome a ses coefficients réels, 4 chaque racine 
imaginaire de ce polynome correspond une racine imaginaire conju- 
guée, pour laquelle ordre de multiplicité est le méme. 

Soit 

F(4) = Ao? Ay s?-t+...+ An, 
le polynome donné dans lequel les coefficients Ay, Ay, ..., An sont 


réels; supposons-le, en désignant par zZ,, 22, -; 3p Ses racines, 


Bs 
chacune étant répétée autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre 


de multiplicité, mis sous la forme 
S(4)= Ao(4 — 41) (4 — 22)... (4 — Bn) 


dans cette identité, qui a lieu quel que soit z, regardons z comme un 


nombre réel; f(z) est alors un nombre réel. 


Désignons par 2|, 2,, .--, 2, les nombres conjugués de 2), 2, -.-, 3n- 
Le nombre Ag(z — 2,) (4 — 23 )...( — z,,) est le nombre conjugué 
du nombre Ag(z— z,) (z— 2)...(¢ — 3, ) (n° 91) : comme le dermier 


nombre est réel, le premier lui est égal; l’égalité 
Ao(4— 2)(4— 22)... (% — Bn) = An (4 — 2), ) (4 — 25)... (4 — Bh), 


devant avoir lieu pour toutes les valeurs réelles de z, est une identité 
en 3. En d’autres termes, le polynome f(z) peut aussi bien étre mis 
sous la seconde forme que sous la premiere. Tout facteur qui se . 
trouve dans un membre doit se trouver dans l’autre et le méme 
nombre de fois. Cette remarque n’apprend rien pour ce qui con- 
eerne les raeines réelles, identuques a leurs conjuguées. Mais si 2,, 
par exemple, est une racine imaginaire d’ordre de multiplicité 2, 
cest-a-dire sil y a dans le premier membre « facteurs identiques 
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az —%,, il y en a le méme nombre « qui sont identiques a z — 2, ; 


en d’autres termes le polynome admet le nombre 2, conjugué de 2,, 
comme racine du méme ordre de muluplicité que z,. 

Il est alors naturel de grouper ensemble les facteurs qui corres- 
pondent a deux racines conjuguées a + b1, a — bi; le produit 


(z—a—bi)(z—a-+ bi) 


x 


de ces deux facteurs est égal a 
(s—ay+ = 22—2az+ a? + D2; 


c’est le trinome du second degré en z a coefficients réels, dont les 
racines sont a + bi, a— br. En faisant de méme pour chaque couple 
de racines conjuguées, on voit que tout polynome f(z) peut se mettre 
sous forme d’un produit de facteurs réels; les uns sont du premier 
degré, ils correspondent aux racines réelles; les autres sont des tri- 
nomes du second degré a racines imaginaires;| chacun d’eux a pour 
racines un couple de racines imaginaires conjuguées du polynome 
proposé. Si, par exemple, le polynome f(z), du degré n, a coeffi- 
cients réels, admet 7 racines réelles 3,, 32, ..., 3, et 25 racines imagi- 
naires, conjuguées deux par deux, et si l’on désigne par 


B+MmS+G91, 2+ preetga, ..., S+Pso+ qs, 


les trinomes du second degré dont chacun admet comme racines un 
des s couples de racines imaginaires conjuguées, le polynome peut se 
mettre sous la forme 


Ao (— 21 )(3—42)...(— 4p) (327+ pr 3+q1) (22+ pyS+Qe).--(S+pc3+ qs). 


Ay est toujours le coefficient de s” dans f(z). Ici encore, on ne 
suppose pas que les facteurs du premier degré ou ceux du second 
soient nécessairement distincts : chacun figure autant de fois qu’il y 
a d’unités dans l’ordre de multiplicité de la racine correspondante, si 
elle est réelle, dans ordre de multiplicité commun aux deux racines 
conjuguées, s'il s’agit d’un facteur du second degré. 

Ici encore, tout est déterminé dans ce mode de décomposition, 
lorsqu’on suppose que les facteurs du second degré n’ont pas de 
racines réelles. Au reste, on peut encore invoquer l’impossibilité de 
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décomposer de deux facons un polynome en facteurs premiers. Si 
lon se place en effet au point de vue des nombres réels, si l’on ne 
veut considérer que des polynomes a variables réelles et 4 coefficients 
réels, il est clair que les facteurs du premier et du second degré qui 
figurent dans la formule précédente doivent étre regardés comme des 
facteurs premiers. 


115. La recherche des racines d’un polynome donné f(x) estiden- 
uque a la recherche des solutions de l’équation f(z) = 0, ou, comme 
on dit, a la résolution de cette équation. 

On sait effectuer cette résolution dans le cas ot |’équation est du 
premier ou du second degré; dans ce dernier cas, en effet, la mé- 
thode que l’on enseigne dans les Eléments s’applique, que les coef- 
ficients soient réels ou imaginaires; on a a extraire une racine 
carrée, ce que l’on a appris a faire au n°? 93. 

Soit par exemple a résoudre l’équation 


B—(2+1)2+3+1=0; 
on trouvera 
a eh 9 
a ae ae 


les deux racines sont 


et ’on peut écrire Videntité en z 
Z—(2 + 1)4+3 +1 =(s—1— 21)(2— 1+ 2). 
116. On sait encore effectuer la résolution pour une équation 
binome, c’est-a-dire pour une équation de la forme x” —A = 0, c’est 
le probléme qui a été traité aux n° 99, 100, etc. Bornons-nous au cas 


ouA est égalar. 
Les n racines de |’équation 


2° —1=0 


ou les n racines nies de Vunité s’obtiennent (n° 100) en donnant 
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, ; : 2k QACT Peet 
ak, dans Vexpression cos‘ att om , n valeurs conséculives. 


Elles sont toutes simples, puisqu’il y en a n qui sont distinctes. 
Le polynome s”—1 est donc le produit de n facteurs de la forme 


2kr okn 


3 — cos PES ai 


ot ka n valeurs consécutives. On peut aussi appliquer la formule du 
ne 114 et obtenir une décomposition en facteurs réels. Supposons 
d’abord n impair; on pourra prendre pour les n valeurs du nombre & 
les n nombres consécutifs 

R—F Te —] nm—I Uae 


see : Setar ccincts Ea lan e049 Ip laments. : Ika a 


la valeur o attribuée a & fournit la seule racine réelle de l’équation 
proposée, sayoir z =1; d’ailleurs, a deux valeurs symétriques de k 
répondent deux racines conjuguées : on peut dire que la racine réelle 
unique de |’équation proposée est z=1, et que les nm —1t racines 
imaginaires, conjuguées deux par deux, sont contenues dans la 
formule 


2kr 
COS - 


2 6. ORE 
== 0 S10 
n n 


(Cl 
~%) 


ot & doit prendre les valeurs 1, 2, . - Le produit de deux fac- 


2) 
teurs binomes correspondant a deux racines conjuguées est d’ailleurs 
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le signe H { indique qu’on doit faire le produit de facteurs qui se dé- 


duisent de expression écrite aprés ce signe, en donnant a k& des 


valeurs consécutives, a partir de la valeur & =1, placée au-dessous 


F ' ; 7 —1 ; 
du signe, jusqu’a la valeur k = a? placée au-dessus. 


Lorsque 7 est pair on peut prendre pour & les valeurs 


n Tv nv n, 
meeeg er MAR cree ree Lh AOpen ys bag etm ye ns 
- ~ 7v 
llegnracines Tet —— 1. qui correspondent aux valeurs o et—> sont alors 


réelles, les autres sont imaginaires conjuguées, et l’on peut écrire 


Le probleme de la résolution des équations ou de la décomposition 
des polynomes en facteurs du premier degré sera repris ultérieure- 
ment; je me borne pour le moment aux exemples qui précédent et 
je vais poursuivre quelques conséquences de cette décomposition 
supposée effectuée. 


117. Quand deux polynomes f(z) et 9(s) sont décomposés en 
facteurs du premier degré, on sait reconnaitre immédiatement si l’un 
est divisible par l’autre : f(z) sera divisible par 9(z) si tous les 
facteurs du premier degré qui figurent dans le polynome o(z) figurent 
dans le polynome f(z), autant de fois au moins: cette condition est 
nécessaire, comme on le voit de suite en supposant f(z) =9(2) (3), 
et le polynome 4(z) aussi décomposé en facteurs du premier degré ; 
elle est évidemment suffisante. 

Dés lors, étant donnés deux ou plusieurs polynomes en z, décom- 
posés en facteurs du premicr degré, on saura former soit leur plus 
grand commun diviseur, soit leur plus petit commun multiple. 

Le plus grand commun diviseur des polynomes P, Q, R, ... sera 
le produit des facteurs binomes qui figurent ala fois dans tous ces 
polynomes, chacun étant répété autant de fois que dans celui des po- 
lynomes P, Q, R,, .., ot il est répété le plus petit nombre de fois. 
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Le plus petit commun multiple de deux ou plusieurs polynomes P, 
Q, R, ... décomposés en facteurs du premier degré s’obtiendra en 
faisant le produit des différents facteurs qui figurent dans ces diflé- 
rents polynomes, chacun de ces facteurs étant répété autant de fois 
que dans le polynome ov il est répété le plus grand nombre de fois. 

Les démonstrations sont identiques a celles de l’Arithmétique, pour 
les théorémes analogues concernant la recherche du plus grand 
commun diviseur des nombres entiers décomposés en facteurs pre- 
miers : ceux-ci sont remplacés, dans la théorie qui nous occupe, par 
les facteurs binomes. 


Par exemple, le plus grand commun diviseur des polynomes 


x3 (a2 —1)?(@ + t)*(a#—1—12), 
v(x —1)\(47+1)3(w@—1+1), 
(% —1)3 (a + 1)2(#@ —1t) 
est 
(@—1)(@-+1)2. 


Leur plus petit commun multiple est 


x3 (a@ —1)?(@ + t)*(~a@ —1—1t)(w@—1+ 1t)(x#—1). 


118. Racines multiples. — La théorie précédente permet de 
reconnaitre la composition du plus grand commun diviseur entre un 
polynome f(z) et sa dérivée et de décomposer effectivement un poly- 
nome donné f(z) en un produit de polynomes dont chacun n’admet 
plus que des racines simples. 

On a vu plus haut qu’une racine z, du polynome f(z), d’ordre de 
multiplicité x, est une racine de la dérivée f’(z) avec lordre de multi- 
plicité « —1; dans le cas ote est égal a1, ot z, est une racine simple 
de f(z), 4; n’est pas racine de la dérivée. Réciproquement, si z, est 
une racine de la dérivée f’(z), d’ordre de multiplicité o’, pour cette 
dérivée, et siz, est racine de f(z), on peut affirmer qu’elle est une 
racine d’ordre de multiplicité +1 pour f(z) : en effet, si « est son 
ordre de multiplicité pour f(z), cet ordre de multiplicité pour f’(z) 
doit étre « —1; on doit donc avoir 4 —1= 4! (*). 


(') Un nombre peut étre racine multiple de la dérivée d’un polynome sans étre ra- 
cine de ce polynome : ainsi le polynome zs‘ —1 apour dérivée 4° : o est une racine 
triple de cette dérivée et n’est pas racine de 3*—1. 
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D’apres cela, si un polynome f(z) n’a que des racines simples, il 
n'a pas de racine commune avec sa dérivée /’(z); le plus grand 
commun diviseur de f(z) et de f’(z) est 1. Réciproquement, si le 
plus grand commun diviseur d’un polynome et de sa dérivée est 1, on 
peut affirmer que ce polynome n’a que des racines simples. Tel est, 
par exemple, le polynome 2” —1. 

Siun polynome f(3) a des racines multiples, et si on le suppose 
décomposé en facteurs du premier degré, on voit que le plus grand 
commun diviseur de ce polynome et de sa dérivée est formé des 
facteurs correspondant aux racines multiples, chaque facteur figu- 
rant une fois de moins dans le plus grand commun diviseur que 


dans f(z). 


119. Supposons que le polynome f(z) admette des racines simples, 
doubles, triples, ..., p®?!°s, mais non d’ordre de multiplicité supé- 
rieur a p. Groupons ensemble les facteurs binomes qui corres- 
pondent aux racines simples, facteurs dont chacun ne figure qu’une 
fois dans f(z) et soit Z, leur produit; soit de méme Z, le produit des 
facteurs binomes qui correspondent aux racines doubles, ..., Zp le 
produit des facteurs binomes qui correspondent aux racines d’ordre 
de multiplicité p, chacun de ces facteurs n’étant pris qu'une fois. On 
aura identiquement 


f(s)=1,2323... 22. 


Le polynome f(z), tout en admettant des racines multiples, peut 
fort bien ne pas avoir de racines multiples de tous les ordres, comme 
on |’a supposé dans la formule précédente : pour que celle-ci puisse 
embrasser tous les cas, il suffit de convenir qu’on remplacera par 
Punité celui ou ceux des facteurs Z,, Zy, ..., qui doit manquer, Za, 
par exemple, sil n’y a pas de racines doubles. 


On peut, par une suite d’opérations rationnelles effectuées en 
partant de f(z), déterminer chacun des polynomes L,, Zz, ..., Lp. 


En effet, @aprés ce qu’on a dit plus haut, le plus grand commun 
diviseur entre f(z) et sa dérivée /’(z) doit admettre comme racines 
simples les racines doubles de f(z), comme racines doubles les racines 
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triples de f(z), etc. Il est done identique a Z,Z;Z/Z0"', en con- 
uunuant d’adopter la convention par laquelle un facteur qui n’existe 
pas dans f(z) doit étre remplacé par Panité. 

Désignons par f;(z) ce plus grand commun diviseur, ona 


Ji 4) L207... LE; 


le plus grand commun diviseur entre /,(z) et sa dérivée sera de 


méme 
Fld = Ble. oP, 


et ainsi de suite. Le plus grand commun diviseur entre fp_2() et sa 


dérivée sera 
r= Lion 


on sera prévenu qu'il faut s’arréter, parce que, en cherchant le plus 
grand commun diviseur entre f,_,(z) et sa dérivée, on n’en trouvera 
pas, puisque le polynome Z, n’a pas de racines multiples. En d’autres 
termes l’ordre de multiplicité le plus élevé des racines de f(z) (le 
mombre p) sera le nombre de plus grands communs diviseurs qu’on 
aura eu a chercher, en comptant celui qui est égal a une constante. 
Les identités 
iC eR yee 


jr KE)= Lp bis 
iw) == Lip 


conduisent aux suivantes 


(2) 

91 ( = Fe = Vile Lar Lise 
( . 

a(s)= HS SIV se Re 


Gp(4)= Ia 2) = by, 
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puis a celles-ci 


01(2) 7 G2(3) 7 ©p—1(Z) 
= — eee a —S /e K is) =a hyo, 
2 5) < (3) @p(2) ae CP RAED: 


En sorte que, par suite de divisions, on trouve isolément les poly- 
nomes Z,, Z,, ..., Zp_4, Zp. Par conséquentle probleme qui consiste 
a trouver les racines d’un polynome peut toujours étre ramené au 
cas ou le polynome n’a que des racines simples. 

Supposons que f(z) ait ses coefficients rationnels; il en sera de 
méme de la dérivée f"(s), et des coefficients des polynomes qu’on 
obtient par une suite de divisions; dans ce cas, tous les polynomes Z,, 
Z,, ..., Zp ont leurs coefficients rationnels. Si l’un de ces polynomes 
se réduit au premier degré, sa racine sera donc un nombre rationnel. 
En d’autres termes, si un polynome a ses coefficients rationnels, et 
sil n’y a qu'une seule racine de ce polynome a avoir un certain ordre 
de multiplicité, cette racine sera rationnelle. 

Un polynome du troisiéme degré, sil a des racines multiples, ne 
peut avoir qu’une racine simple et une racine double, ou bien une 
racine triple : si les coefficients du polynome sont rationnels, il en est 
de méme de ces racines. 

Un polynome du quatriéme degré, a racines multiples, peut avoir 
deux racines simples et une double, deux racines doubles, une 
racine simple et une racine triple, ou encore une racine quadruple. 
Si le polynome a ses coefficients rationnels, la racine double dans 
le premier cas, toutes les racines dans le troisiéme et le quatrieme 
cas, seront rationnelles; dans le second cas, le polynome sera un carré 
parfait et il sera aisé de s’en apercevoir. 


Appliquons par exemple la méthode exposée plus haut au polynome 
Sf (4) = B— 2§— 2935+ 2923+ 22?—1; 


on trouvera que le plus grand commun diviseur entre ce polynome et sa 
dérivée est 
Be— z3— z+. 


Le plus grand commun diviseur entre ce polynome et sa dérivée est z—1. 
Ce dernier polynome est premier ayec sa dérivée. L’ordre de multiplicité le 
plus élevé est ici p = 3, et l’on a, en employant les notations précédemment 
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expliquées, 


ik) — on Lae = g§— g6— 975+ 253+ Z?—1, 
A1(4) = 2,23 = gt— g3—3+1, 
Jo(4)= Ls =2—1, 
B8— Z6— 9294 923 Z%—] 
= = SS es 
91(4)= Z,Z,Z3 => ee ae & [. 
e+ 23— Z—[ 
v9(4)= ZyZ;3 os aa = 23 —1, 
0,(4)= Z; SS GU 
B+ g3— z—1 
1 bp =3-+1 
oma j 
LEO — It 
Lo ay = 2274+ 3-+1, 
B+I 


Z3=%2—1, 


J(4)=(4—1)8 (22+ 2+1)2(5+1): 
ainsi I est racine triple, les deux racines du trinome 2?+ 2-+1, a savoir 


ieee 
Be FSS Se 


2 


sont racines doubles de f(z), —1 est racine simple. 


EXERCICES. 


100. Le point a —z est le point symétrique du point 2 par rapport au point —-+ 
2 
101. Lorsque ¢ varie par valeurs réelles de 0 a1, le point z) + tz, décrit le 
vecteur qui va du point Z9 au point 2;; pour quelle valeur de ¢ le point 
yt ta, 
est-il au milieu de ce vecteur? 


102. Soient (Co) et (Cy) les cercles de rayon 1, dont les centres sont les 
points oet1, et(D)la corde commune, supposée indéfinie, a ces deux cercles; 
en supposant que le point z décrive lun des lieux (Cy), (C;), (D), quels sont 
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les lieux décrits par les points 


Les lignes (Co), (G,), (D) partagent le plan en six régions; en supposant 
que l'un des six points 


soit dans lune de ces régions, ot sont les cing autres? 


be 


AS So] A 
103. La valeur absolue du rapport ——— est le rapport des distances du 


Ki) 
point s aux points 2; et 32; la valeur principale de l’'argument de ce rapport 
est Vangle (compris entre — z et + 7) sous lequel on voit du point z le vec- 
teur qui ya du point z2 au point 3;, cet angle étant regardé comme positif ou 
, : . a . , ’ Aueere ? 
comme négatif suivant que le point z est situé d’un cété ou de lautre de la 
droite qui joint les deux points z;, 42. Reconnaitre le signe d’aprés la dispo- 


sition de langle. — Ou le point z doit-ilse trouver pour que argument du 
rapport soit nul, égal 4 = 7? Quel est, en supposant fixes les points 3, et Za, 


: a ao — & 
le lieu des points z tel que la valeur absolue de soit constante, tel 


ES ei GO} 


. : = <| é 
que la valeur principale de l’argument de ——— soit constante? 


— 3, 


404. Appelons transformé du point z le point z’ tel que Von ait 


az-+-b 
ry wen 


Pl, 


en désignant par a, b, a’, 6’ des constantes réelles ou imaginaires telles 
que ab'—a'b soit différent de 0; appelons transformée dune figure décrite 
par le point z la figure décrite par le point 3’. 

Quelles relations entre les distances des points 3, 2,, 32, <3 et les distances 
de leurs transformées 3’, 2, 25, 34, quelles relations entre les angles que font 
entre elles les droites qui joignent le point z et le point 2; aux points 33 et 3s, 
et les angles que font entre elles les droites qui joignent le point z' et le 
point 2, aux points s5 et 33 résultent de la relation 


EM aS SE 


? 


B—3, . 3,;— 3) 3— Bo 


— 35 ZB—33 3,— 33 


On suppose que le point s décrive un cercle par rapport auquel les points =, 


4 bi 19 
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et s3 soient symétriques (!), le point transformé décrira un cercle par rapport 
auquel les deux points 34, 23 seront symétriques. Cas particulier ou le point < 
décrit une droite. 

Quel est le transformé d’un cercle (ou d’une droite) qui passe par les trois 
points 24, 32, 33? 
Les transformées de toutes les droites du plan sont des cercles ou des droites 


: mae) ; 
qui passent par le point —;- Les cercles et les droites dont les transformées 
a 


. mee 
sont des droites passent par le point —- 
a 


Sile cercle (c’) est le transformé du cercle (c), le centre du cercle (c’) est 
t 


le transformé du point inverse du point — — par rapport au cercle (ce). 
a 


105. La relation 


CE = CHE! 
, az-—0 a? a 
Bea a a’ 
2 Sata os 1K 


montre que, si ’on fait subir au point s une translation définie par le vecteur 


a La sate Mee f cans 
qui va du point o au point zB & Pon prend le symétrique du point ainsi 
obtenu par rapport au cercle dont le point o est le centre et dont le rayon 


a 


abscisses, si, enfin, on fait subir au point ainsi obtenu une translation définie 


= » le symétrique du nouyeau point par rapport a laxe des 


Oty —= Hos 
a? 


: : aw F 
par le vecteur qui va du point o au point -;» on tombe sur le point 2’. 
a 


La transformation considérée conserve les angles. 


106. En conservant les mémes notations que dans les deux exercices précé- 
dents et en désignant par 2, & les racines supposées distinctes de l’équation 


du second degré 


a's?+(b'—a)z—b=o0, 


montrer que le rapport des distances du point 3’ aux points a, @ est égal au 
rapport des distances du point s aux mémes points multiplié par une con- 
stante, que angle sous lequel on voit, du poimt 3’, le vecteur qui va du 
point % au point & est égal a langle sous lequel on voit le méme vecteur du 
poimt Zz, augmente d'une constante. 


(1) Vorr la note du ne 98. 
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107. Quelles sont les propositions qui, pour les polynomes a coefficients et 
a variables imaginaires, correspondent aux propositions énoncées dans les 
exercices 18, 24, 25? 


108. En désignant par a, y des variables réelles, on suppose que o(a, y) 
et Y(a, y) soient des polynomes du second degré a coefficients réels 
o(2, yj= Az? —e2Bay + Cy? +2De +2Ey +F, 
U(2, y)= Az? + 2B ay + C'72+-2D'a + 2k’ y +F'; 
quelles relations doit-il y avoir entre les coefficients de ces polynomes pour 
que lexpression 
O(@, y)+ ty(a, y) 


; ? 
ginaires ¢ 


LO9. De la formule 
ne TU 


(1+ ijft=(y2)” (cos “- isin— } 


déduire des expressions simples des sommes 


Cea C?+ Ce +..., 
CG? + C2 + Cc? 
Ccy+ Ck+ Cy, 
GY = CF a= Ct, +... 


+ 


F 


110. Montrer que, si l'on pose cosr0 = A, les expressions 


x 


cos§ + csin6, COs.) 
cos) + csin0 


sont des racines de l’équation 
Br — 97AZr— 1 = 0, 


Les diverses valeurs de cos@ telles que l’on ait cosn§ = A sont données par 
Ja formule 


a) (Ci ca a ere a 


. 


dans laquelle on choisit arbitrairement la détermination de vAz—1 et ot Von 


a. Pa : ag eee ete 
remplace successivement VAN + /A2—1 par les n racines n'*™** de A += /A2—1. 
Montrer que les 7 valeurs ainsi obtenues sont réelles si A est réel et moindye 
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que 1 en valeur absolue. Combien y en a-t-il de réelles quand A est réel et 
plus grand que 1 en valeur absolue? 
Qu’arrive-t-il quand on change la détermination de \/A?—1? 


111. Les valeurs de tang®@ telles que tang soit égale au nombre A 
vérifient l’équation 
(1+ tx )h—(1 — ux)’ 


7 (SASS ee ye 


on les obtient en résolvyant ’équation du premier degré en x 


* Ww Se 
i= 108 fit ain 
— = ——-» 

\/ ee IN 


(se Uae 


ot: le second membre doit étre remplacé successivement par les 2 racines nies 


1—vA ae 
de ;,; elles sont toutes inégales. 
ja tA 


Montrer que les x valeurs que Von obtient ainsi pour x sont réelles pourvu 


que A soit un nombre réel. 


112. Décomposer z*-+-1 en facteurs réels du second degré, soit en résolyant 
Péquation 
Ei i= On 
soit en partant de lidentité 


oboe 1 = (22-41)? —(2y/2)’. 
113. Résoudre l’équation 
s*— 3(2t—1)2?— 2(3t+ 4) =0. 


114. Décomposer en fractions simples la fraction rationnelle 


fr 
(20S 8 88 (971) oe ee 


115. Décomposer en fractions simples la fraction rationnelle 


I 
= 5 a 
BOS BD BING Sal 


dont le dénominateur a été décomposé en facteurs au n° 119. 


116, Décomposer, en appliquant la méthode du n°? 119, le polynome 


-——— 0200 


CHAPITRE VIII. 


ARRANGEMENTS, COMBINAISONS, PERMUTATIONS, INVERSIONS. 
FORMULE DU BINOME. 


120. Si Pon considére rn objets distincts, il y a lieu souvent de con- 
sidérer les différents groupes formés avec p de ces objets (p Sn) 
rangés dans un certain ordre; les p objets qui figurent dans un 
groupe sont supposés différents; deux groupes sont regardés comme 
distincts sils différent soit par la nature des objets qui y figurent, 
soit seulement par leur ordre. Tous ces groupes forment ce que l’on 
appelle les arrangements des n objets pris pa p; chacun d’eux 
s'appelle aussi un arrangement p a p des n objets; il est bien 
compris qu il faut entendre par la un arrangement ot figurent p des 
n objets et p seulement. 

Il importe de savoir former, sans omission ni répétition, tous les 
arrangements p a p, et de savoir en calculer le nombre, que je dési- 
gnerai par A’. (L’indice supérieur nr n’est pas un exposant. ) 

On peut spécifier chaque objet par un signe, numéroter les objets 
au moyen des nombres 1, 2,..., 2, les désigner par les lettres a, 
b,c, ..., | supposées en nombre égal a nr, puis substituer dans les 
raisonnements les signes aux objets : Je me servirai ici des lettres a, 
Dicahtnl: 

Si dans l’un quelconque des arrangements p a p de ces 7 lettres, 
on supprune la derniére lettre de Parrangement, il reste les p —1 
premieres, qui sont toutes distinctes, c’est-a-dire un arrangement 
p—itap—t des lettres a, b,..., /. Chaque arrangement p a p se 
déduit d’un arrangement p —1 ap —1 en le faisant suivre de une des 
n —(p —1) lettres qui n’y figurent pas : De cette facon chaque arran- 
gemenl p—I a JDM donne naissance a n ay Petal arrangements Pp 
a p, que l’on peut disposer sur des lignes horizontales, en plagant 
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sur des lignes différentes les arrangements qui proviennent de deux 
arrangements p—1 a p—1, distincts l’un de Vautre. Le tableau 
ainsi formé content tous les arrangemeuls p ap: aucun n’a été omis. 
Aucun n’a été répété : car les arrangements qui sont surune méme 
ligne différent par la derniére lettre, ceux qui sont sur des lignes dif- 
férentes different par l’ordre ou la nature des p — 1 premieres lettres. 
Puisque le tableau content ASS, lignes et que chaque ligne con- 
uient 2 — Ppt arrangements, ona 
AG = Pat) Ae 
Les relations 
NA =p 
AY = (n —1) AX, 


A? = (n—2) AZ, 
A= (n— p+1)Az_,, 


dont la premiére est évidente et dont les autres se déduisent de la 
derniére en remplacant p par 2, 3, 4,..., donnent, en remplacant de 
proche en proche A‘ par n, AY par (nm —1)n, ..., la formule 


2S = OO —— 3) (7 9) 5 6 (VD = 7) a= 10) 


qui fournit expression cherchée du nombre AD. 
Si, par exemple, mn = 3, les trois, six et six arrangements un a un, 
deux a deux, trois a trois des lettres a, b,c sont donnés parle tableau 


suivant 
a, ab, ac, abc, 
Os Ws (XG ach, 
&. ca, cb; bac, 
bca, 
cab, 
cha. 


Lorsque p est égal an, les arrangements des rn lettres ne peuvent 
différer que par l’ordre de ces lettres, qui figurent toutes dans chaque 
arrangement. Ces arrangements recoivent alors le nom de permuta- 
trons. On en désigne le nombre par la notation P,,; ¢’est la méme 


chose que Af; ce nombre est donné par la formule précédente en y 
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faisant p= 7, il est 
PG We oe Dott suae 


Ce nombre augmente rapidement avec 7; il est égal & 3628800 
pour z=10; aimsiil y a plus de trois millions de maniéres de ranger 
10 objets sur une méme ligne. Le nombre 100! comporterait 158 
chiffres. 

121. Les groupes de p lettres distinctes prises parmi 7 lettres 
données, quand, pour chaque groupe, on ne tient pas compte de ordre 
mais seulement de la nature des lettres qui y figurent, s’appellent les 
combinaisons des n lettres prises p a p, ou les combinaisons p a p 
des n lettres. Chaque groupe est une combinaison p ve on dit aussi 
un produit differ ent pap, parce que ce groupe peut s’écrire comme 
un produit et qu’un produit ne dépend pas de Vordre des facteurs. 

Je désignerai par C/ le nombre des combinaisons distinctes des 
n lettres prises p a p. 

Dans le tableau des arrangements de n objets p a p figurent évidem- 
ment les combinaisons p a p; chaque combinaison se trouve méme 
répétée autant de fois qu’il y a de manieres de ranger les p objets qui 
la constituent, c’est-a-dire 1.2.3... p fois; les deux nombres A” 


p? 
C*, sont done liés par la relation 1.2.3... pC) = A; d’ot lon déduit, 
en se reportant a la valeur de Aj, 
ie aaa ab (Ti Pb) 
1.2...p 


Le nombre ce figure comme coefficient numérique dans la formule 
du binome : la définition qu’on vient d’en donner montre qu'il est 
essentiellement entier (n° 43). 

A chaque combinaison formée avec p des n objets considérés cor- 
respond évidemment la combinaison formée avec rn — p objets qui 


n’y figurent pas; on doit done avoir C= C)_,,. Crest ce qu’on adéja 
vu au n° 43. 
En adoptant la définition précédente dexGy sla formule C= = Eee 


n’a de sens que sip est au moins égal a1 et au ies égalan—t. Elle 
subsiste pour p = 0 oup =n enconyenant de prendre Cf = 1 (n° 45). 
Pour former effectivement le tableau des combinaisons de n objets 
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pap, il serait assez fastidieux de former les arrangements pa p. On 


peut procéder autrement. 

ut 
P 
Parmi ces combinaisons, les unes ne contiennent pas l’objet a, par 
1 


Supposons formées les C*% combinaisons pa p des zobjets a, 0, ..., l. 


exemple : ce sont évidemment les C' combinaisons p a p des objets 
b,c, ..., , autres que a. Les autres contiennent a; si l'on supprume 
Pobjet a, il reste évidemment les combinaisons de rn —1 objets 0d, 
c,..., pris p—1 ap —t1: en formant ces combinaisons en nombre 
Cri, et en y introduisant la lettre @, puis en leur adjoignant les 


P 
C*' combinaisons p a p des objets 6, c, ..., k on obtiendra les 
C” combinaisons cherchées. 
fo 
On peut d’ailleurs se borner 4 former Jes combinaisons p ap pour 
| / 


9 . n ~ s 7u e ‘ 
lesquelles p est au plus égal 4 —- Si Von avait p —, 11 serait, en 
1 I 8 s 5 ’ 


effet, plus facile, pour former les combinaisons p a p, de former 
Wabord les combinaisons zn — p an — p, puis de remplacer chacune 
de ces combinaisons par la combinaison des p objets qui y manquent. 

Par exemple, si ’on veut former les GQ} =6 combinaisons des quatre 
objets a, b, c, d deux a deux, on mettra la lettre a avant les combi- 
naisons b,c, d des trois objets b,c, d, autres que @, pris una un; on 
obtiendra ainsi les combinaisons ab, ac, ad; on leur adjoindra les 
trois combinaisons des mémes objets b, c, d pris deux a deux; lune 
doit manquer 6, 4 l'autre c, a Vautre d; elles sont ed, bd, bc. Les six 
combinaisons cherchées sont 


Gib, He, ial, Cel, lel e- 


Quant aux C}= 4 combinaisons des objets a, b, c, d trois a trois, 
on peut les écrire immédiatement : Pune ne contient pas a, une autre 
ne content pas 6, etc. : elles sont bed, acd, abd, abc. L’unique com- 
binaison des quatre lettres a, b, c, d quatre a quatre est abcd. 

La facon méme dont on vient d’expliquer la formation des combi- 
naisons de r objets p ap, met en évidence la relation (n° 43) 

Ch a= Cate Crm 

122. Le mot permutation est pris quelquefois dans un sens un 
peu différent de celui qu’on a indiqué au n° 120; c’est ce qui arrive 
quand on parle deffectuer une permutation. 
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Considérons n objets distincts a), d2, ..., dp qui figurent en tota- 


lité ou en partie dans une ou plusieurs expressions queleonques; si 


i> @yy +++, @, désignent ces mémes objets rangés dans un certain 


2 nv 
ordre, remplacer dans ces expressions a, par a), 
s'appelle effectuer une permutation ; Vacte lui-méme 


De PAls A petty 
Qn par a, 
prend aussi le nom de permutation, une telle permutalion s’exprime 
d'une facon claire en écrivant sur une ligne horizontale les objets 


A), dz, +++) A, et au-dessous de chacun d’eux Pobjet qui doit le rem- 


A, Qa, 22+, Ay 
! ! 1 be 
Ay, hy, +++) Ay 


L’ordre dans lequel sont inserits les objets @,, @2, ..-, @ Wimporte 


placer : 


pas, ce qui importe, c'est la correspondance entre l'objet supérieur 
et Vobjet placé au-dessous, qui doit le remplacer. 

La permutation crverse de la précédente consisterait a remplacer a 
PHN dy Pals, ..5 4, Par dy. 

Pour former chacun des symboles possibles de permutations, dans 
le sens que l’on vient d’expliquer, on écrira sur une ligne horizontale 
les objets @,, ds, ..., @; rangés de toutes les maniéres possibles; puts 
au-dessus de chaque arrangement les mémes lettres rangées dans un 
ordre arbitraire, mais toujours le méme. On obtiendra ainsi 1.2.3...7 
symboles. 

Par exemple, tous les symboles de permutation pour les trois 


lettres a, b, c seront 


eee Oh Bx ie De @ 

eer oi)? is Cs ig \.@s Gree 
OG Cs ie b,e Oh, le (EN 
Lear WG Os a os ae 

Parmi ces symboles il y en a un qui signifie action de remplacer 
a par a, & par b, c parc: c’estce qu’on appelle la permutation tden- 
tigque, par laquelle rien nest changé. 

Sil’on a dressé le tableau des arrangements, ou des combinaisons, 
pip de n objets distincts quelconques, puis que l’on effectue, sur 
chacun de ces arrangements ou de ces combinaisons, une permutation 
quelconque, il est clair que le tableau ne sera pas changé dans son en- 
semble. En effet, tous les arrangements taient distincts avant qu’on 
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effectuat la permutation, ils le resteront aprés : naturellement, si ces 
arrangements étaient placés dans un certain ordre, cet ordre sera mo- 
difié par la permutation. 

Parmi les permutations, il convient de distinguer les permutations 
circulatres : les objets a,, G2, ..., d, étant rangés dans un certain 
ordre, une permutation circulaire effectuée sur ces objets consiste a 
remplacer le premier par le second, le second par le troisieme, etc., 
l’avant-dernier par le dernier, le dernier par le premier. 

Au lieu du symbole 


1, Az, M3, +++) An-15 ve 
2, 13, My, ++ +5 Any a4 


qui, d’aprés les conventions précédentes, devrait représenter une telle 
permutation, on emploie souvent le symbole 


(ain Can a5 ons) 


avec le méme sens. C’est l’ordre seul dans lequel sont rangés les élé- 
ments qui importe dans ce dernier symbole, non I’élément qui figure 
le premier. Ainsi, s’il s’agit de trois éléments a,, @2, G3, les trois 
syinboles 


(1, 42,43), (G2, 43,41), (43, 41, a2) 


ont le méme sens. 

I] peut étre commode de se figurer les objets a,, a2, ..., Gp, rangés 
sur un cercle sur lequel on a choisi un sens de parcours, placés par 
exemple aux sommets d’un polygone régulier de n cdtés. Alors il n’y 
a plus ni premier objet nidernier, et la permutation circulaire revient 
a remplacer chaque objet par le suivant. 

Enfin, parmi les permutations circulaires, il convient de signaler la 
plus simple, celle qui porte sur deux éléments seulement a,, az; elle 
consiste aremplacer @, par dy et dy par a,; il n’y a évidemment pas, 
comme dans les permutations circulaires qui portent sur plus de deux 
éléments, a tenir compte d’un ordre quelconque attribué aux éléments 
@,, @,; on donne souvent le nom de ¢ranspositions aux permutations 
de cette sorte : la transposition qui porte sur les éléments a, a se 
représente par le symbole (a,, a2) ou (dy, a). 


tant données deux permutations de nr objets disuncts au sens du 
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n’ 120, c’est-a-dire deux arrangements rn a nde ces n objets, on 
peut passer de Pune a l'autre par une suite de transpositions, puisque, 
par une transposition, on peut amener un objet quelconque a la place 
quwil doit occuper. On peut parvenir au méme résultat en ne faisant 
jamais que des transpositions qui portent sur deux éléments consécu- 
ufs de Parrangement auquel on est parvenu : c’est li une observation 
que l’on fait déja dans les éléments de PArithmétique lorsqu’on veut 
prouver que, dans un produit de plusieurs facteurs, on peut inter- 
veruir comme on veut l’ordre de ces facteurs. 
Par exemple, pour passer de l'arrangement 1, 2, 3, 4 a l’arrange- 


ment 2, 4, 3, 1; on peut effectuer successivement les transposi- 
5) 


2, 4,9, 1; 
tions (1, 2), (1, 4), ce qui donne successivement les arrangements 


2, 1,3, 4, 2, 4, 3,1 


ou les transpositions successives (1, 2), (3,4), (1, 4), (1, 3), ce qui 
donne les arrangements successifs 


9 af - ee OV z , 9 
De Meiwe (he Oy US hak Oa Ankle, Senin rate 


Pour arriver au méme arrangement 2, 4, 3, 1 en partant du méme 
arrangement 1, 2, 3, 4, on a fait dans le premier cas deux transposi- 
lions successives, quatre dans le second. 

On voit que pour effectuer la permutation 


jie ey pun 
( Ty AS oy Ml ) 
qui consiste a remplacer 1 par 2, » par 4, a laisser 3, 4 remplacer 
4 par 1, on peut transposer d’abord les éléments 1 et 2, puis les 
éléments 1, 4; ou bien transposer d’abord les éléments r et 2, puis les 
éléments 3 et 4, puis les éléments 1 et 4, puis les éléments 1 et 3. 
Pour effectuer une permutation quelconque on peut effectuer une 
suite de transpositions. 
Par exemple encore, la permutation circulaire (1, 2, 3, 4, 0) revient 
ala suite de transpositions (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 5). En général 
une permutation circulaire, portant sur n éléments, équivaut a une 


suite de m —1 transpositions. 


123. Etant donné un arrangement quelconque a, a,...a,_1@n de 


n objets, la transposition qui consisle 4 échanger les deux éléments 
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extrémes elt qui conduit ainsi a l’arrangement @,42..-@n_1 revient 
dune suite de 2 —3 transpositions, dont chacune porte sur deux 
éléments consécutifs de larrangement auquel on vient de parvenir, a 
savoir d’abord les — 1 transpositions (a), G2), (Ay, Az), +++) (41) Tn—4)) 
(4), dp) qui aménent successivement l’élément ay, ala seconde, ala 
troisieme, etc., a la derniére place, en sorte qu’aprés avoir cflectué 
ces transpositions successives on est parvenu a l’arrangement 


A,dA34,~..-An-1 An, 


puis les mn — 2 transpositions successives, (@p, @n_1), (An, An_2)s 
(Gn, 42) qui aménent ’élément @, de Vavant-derniére place a la pré- 
cédente et, finalement, ala premiére. Les n —1 premieres transposi- 
tions équivalent a la permutation circulaire 


(Cin Gry, oton Catt Cin) 


Si Pon effectue maintenant une transposition quelconque dans un 
arrangement, on voit que cette transposition équivaudra toujours a 
un nombre impair de transpositions portant, chaque fois, sur deux 
éléments consécutifs de arrangement auquel on vient de parvenir. 
I suffit de néghger, par la pensée, les objets qui précédent le premier 
des objets que lon transpose et ceux qui suivent le second : on est 


ramené au cas précédent, 


124. Considérons nv objets distincts auxquels on attribue un ordre 
naturel; par exemple, 7m numeéros différents dont on dira qwils sont 
rangés dans lordre naturel, s’ils sont rangés par ordre de grandeur 
croissante, ou m lettres dont on dira qu’elles sont rangées dans l’ordre 
naturel, si elles sont rangées dans l’ordre alphabétique. Je raisonnerat 
en supposant quil s'agisse de n numéros distincts, 

Si, dans un arrangement queleonque de ces numéros, qu’on lit, 
suivant lhabitude, de gauche 4 droite, on considére deux d’entre eux, 
le premier que l’on rencontre peut ¢tre le plus petit, ou le plus 
grand; dans le premier cas on dit que, dans arrangement considéré, 
les deux numéros ne présentent pas d’inversion; dans le second cas, 
on dit quwils présentent une inversion. On dit aussi que l’arrange- 
ment ne comporte pas d’inversion, ou comporte une inyersion rela- 
ltivement ace couple de numéros. Le nombre total d’inversions que 


9 
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comporte l’arrangement est le nombre de couples de numéros qui 
présentent une inversion. 

Pour compter ce nombre d’inversions, on procédera comme il suit : 
on partira du premier élément (a gauche) de Varrangement, et l’on 
comptera les inversions qu'il peut présenter avec le second, le troi- 
siéme, etc., le dernier élément; on passera ensuite au second élément 
et on comptera le nombre d'inversions qu'il présente avec le troi- 
si¢me, le quatriéme, etc., le dernier élément, ete.; enfin on examinera 
si Pavant-dernier élément et le dernier présentent une inversion : la 
somme de tous les nombres ainsi obtenus est le nombre total d’inver- 
sions présenté par Parrangement. 

Considérons par exemple l’arrangement 5, 3, 2, t, 4, 6, le pre- 
mier élément 5 présente une inversion avec chacun des éléments 3, 
2,1, 4 qui le suivent; il n’en présente pas avec 6; le second élément 3 
présente une inversion avec 2, 1; le troisieme élément 2 présente 
une inversion avec 1; aucun des éléments 1, 4 ne présente d’inversion 


avec ceux qui le suivent; ona en tout 4+ 2 +1-+0-+0=7 inver- 
sions. 

L’arrangement (1, 2, 3, ..., 2) ne comporte aucune inversion; 
Varrangement (rn, nm —1,..., 3, 2, 1) comporte 


ecto 
ai 2, 


inversions; c’est évidemment l’arrangement de 2 nombres qui com- 


porte le plus d’inversions. 


125. Convenons de dire qu’un arrangement est de premiere classe 
sil comporte o ou un nombre pair d’inversions, qu'il est de seconde 
classe s’il présente un nombre impair d’inversions. 

Un arrangement change de classe quand on effectue une transpo- 
sition entre deux éléments de cet arrangement. 

Par exemple Varrangement 5, 3, 2, 1, 4, 6 est de seconde classe ; 
transposons les éléments 3, 4, on obtiendra larrangement 95, 4, », 
1, 3,6 et, en comptant les inversions d’aprés la régle du numéro pré- 
eédent, on en trouve 4 +3-+1=8; le nouvel arrangement est de 
premiére classe. 

La proposition est évidente quand on transpose deux éléments con- 
sécutifs; en effet, on ne modifie pas alors les inversions que ces deux 
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éléments présentent, soit avec les éléments qui précédent leur 
couple, soit avec ceux qui le suivent. Si dans l’arrangement considéré 
le premier élément du couple était plus grand que le second, il y 
avait, de ce fait, une inversion qu’on supprime par la transposition; 
au contraire, si les deux éléments du couple ne présentaient pas d’in- 
version, la transposition en introduit évidemment une. Dans les deux 
cas le nombre d’inversions est modifié dune unité, l’arrangement 
a changé de classe. 

Supposons que les deux éléments qu’on transpose ne soient pas 
consécutifs; on a vu plus haut que leur transposition équivaut a un 
nombre impair de wanspositions, effectuées chaque fois sur deux 
éléments consécutifs de Parrangement auquel on vient de parvenir; 
par chaque transposition, l’arrangement a changé de classe; il a 
changé un nombre impair de fois, il a finalement changé de classe. 

I] résulte immédiatement de la que, si l'on consideére les n! arran- 
gements possibles n andes n numéros 1, 2,3, ..., r, il ya autant 
d’arrangements de la premiére classe que d’arrangements de la se- 
conde classe. Car, si l'on suppose les arrangements distribués dans les 
deux classes et que l’on effectue une transposition quelconque, l’en- 
semble de tous ces arrangements ne sera pas changé par cette trans- 
position; mais elle fera passer les arrangements de la premiere classe 
dans la seconde, ceux de la seconde dans la premiére : or il doit y 
avoir maintenant autant d’arrangements dans la premiére classe, ou 
dans la seconde, qu’auparavant. 

On a yu au n° 123 qu’on pouvait passer d’un arrangement de 
nnuméros nana un autre de ces arrangements par une suite de 
transpositions. Cela peut se faire d’une infinité de facons; mais, de 
quelque facon que lon opére, le nombre de transpositions que lon 
effectue conserve la méme parité. [I est pair si les deux arrangements 
sont de méme classe, impair s’ils sont de classe différente. 

Considérons un arrangement (man) a d)...@, des n numéros 
1, 2,..., 2. Si, de cet arrangement, on supprime le premier élé- 
ment @,, comment sera modifié le nombre d’inversions? 

Il y a, dans l’arrangement, a,—1 numeéros plus petits que a, a 
savoir les numéros 1, 2, 3, ..., @;—1; ils sont tous placés aprés a, ; 
avec chacun d’eux a, présente une inversion, et toutes ces inversions 
ont disparu de l’arrangement a,a3...a,- Ona done supprimé a,—1 
inversions. 
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126. Si Yon considére un polynome a xn variables x1, 22, .. ., Xp 
et si Von effectue sur ces variables les x! permutations possibles, y 
compris la permutation identique, qui laisse le polynome tel qu’il 
était, divers cas peuvent se présenter. Il peut se faire que les n! per- 
mutations conduisent a des polynomes qui soient tous distincts: c’est 
ce qui arrive, par exemple, pour le polynome 


424+ Ag®g+... + An Lyn 
si ses coefficients @,, dy, ...,@, sont tous différents, ou encore pour 
le monome xv*a%...2%", si tous les exposants sont différents. 


Il peut se faire, au contraire, que tous les polynomes auxquels on 
parvient ainsi soient identiques ; ce serait le cas pour le polynome 


Nh tiene tm yy 


ou pour le monome 


1X. ee Ly. 


. 


Sil en est ainsi le polynome est dit symétrique par rapport aux 
WARIADICS Gy 2a5 6-5, Lye 

Pour reconnaitre qu’un polynome en x,, 2, ..., Z, (dans lequel 
je suppose qu’on ait effectué la réduction des termes semblables) est 
symétrique par rapport aces variables, il suffit de constater que le 
polynome reste identique a lui-méme quand on transpose deux quel- 
conques des variables, puisqu’une permutation quelconque peut Lou- 
jours étre remplacée par une suite de transpositions. 

On a remarqué plus haut que l'ensemble des combinaisons p a p 
de n objets ne changeait pas quand on effectuait sur ces combi- 
naisons un arrangement quelconque; en supposant que ces objets 
soient les variables 2, %2, .-., Ln, chaque combinaison p ap peut 
étre regardée comme le produit de p de ces variables; il est clair, 
daprés cela, que la somme des C’ produits différents, p a p, des n 
variables 7, %2, .-., Zp Constitue un polynome symétrique par rap- 
port a ces n variables. Les polynomes que l’on peut ainsi former, a 
savoir 

Ly Bet os--. Ln, 
yb, ey Bat... errhp; 
Dl DED, Hyp Ls Oy os Lye Lyn; 


Cor eeere rt oteereses SOs) 6¥s10 6 eels wie lets, ery 
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sont au nombre de n, on leur donne le nom de fonctions symétriques 
elementatres des variables 2), ao, <2) nt 
Par exemple, les fonctions symétriques élémentaires des quatre 


variables a, 6, c, d sont 


a+ob+c+d, 
ab +ac+ad-+ be+ bd+ cd, 
bed + acd + abd + abe, 


abed. 


Il est manifeste que, si l'on désigne par 4, V2, --+) Vn les n fonc- 
tions symétriques élémentaires des 7 variables 7,, %2, ..., 2n, tout 
polynome en 7, V2, .--,Y%n sera, si l'on y remplace y,, y2, -.-, Yn 
par leurs expressions en 2,, 22, ..., Ln, un polynome symétrique 
en £4, Lo, +--+, Ly, On montrera plus tard que, réciproquement, tout 
polynome symétrique en .2,, 22, .-., 2» peut se mettre sous la forme 
d’un polynome en 71, V2, «-+) Ya- 

Le cas ot. un polynome en %,, 22, ..., ®, ne change pas quand on 
effeciue une permutation sur les lettres 7,, %3, +..,,%,, cela ou a 
change toujours, sont deux cas extrémes. Voici quelques exemples 
importants de cas intermédiaires. 


Considérons le produit 
(25 — x1) 


(%3— 2%) (43— 21) 


(a, — %3) (2, — Xe) (2, — 21) 


GO) ereRe 
des BAD) différences que l’on peut former entre l'une quelconque 


des variables 7,, 22, ..., @, et celles qui la précedent. 


n(n—1) n , 
(Ces e tacteuns peuvent etre regardés comme provenant des 


combinaisons deux a deux des n lettres %,, 22, -.., Xp; une permu- 
tauion quelconque effectuée sur ces lettres ne change pas |’ensemble 
de ces combinaisons, mais peut changer l’ordre des lettres qui figurent 
dans l'une d’elles, c’est-a-dire ici le signe d’un facteur, ou remplacer 
un facteur par quelque autre facteur, peut-étre changé de signe. On 
voit donc que, par toutes les permutations possibles, le précédent poly- 


ARRANGEMENTS, ETC. 305 


nome ou bien se reproduira, ou bien se reproduira changé de signe. 
Toutes les n! permutations ne produisent que deux polynomes dis- 
uncts. Il est d’ailleurs bien aisé de distinguer les permutations qui 
ne changent pas le polynome de celles qui le font changer de signe. 
Si Pon attribue aux variables x,, v2, ..., 2, des valeurs numériques 
quelconques, mais distinctes, et que l’on convienne de dire, comme 
aun 124, que, dans Ja suite 2), %), -.., Vp, deux éléments 75, £y 
(p <q) présentent ou non une inyersion suivant que le premier de 
ces éléments est plus petit ou plus grand que le second, on reconnait 
immédiatement que, dans le produit de différences, le nombre de fac- 
teurs négatifs est égal au nombre d’inversions dela suite 2), %2, ..., Ln} 
une transposition effectuée sur deux éléments de la suite modifie 
@une unité le nombre des inversions et change le signe du produit. 
Les permutations qui ne Je changent pas sont celles qui équivalent a 
un nombre pair de transpositions, celles qui lui font changer son signe 
équivalent a un nombre impair de transpositions. 

Considérons encore, dans le cas de quatre variables a, b, c, d, le 
polynome ab + cd. Le lecteur reconnaitra sans peine que les vingt- 
quatre permutations possibles ne produisent que les trois polynomes 
distincts 


ab + cd, ac + bd, ad + be; 


huit permutations conservent le polynome ab + ca, huit autres le 
changent en ac + bd, les huit restantes le changent en ad +- be. 
Les propositions qui précédent constituent le point de départ de 
recherches qui ont été poussées trés loin et qui ont la plus grande 
importance pour la théorie de la résolution des équations algébriques. 


427. Le lecteur n’a pas manqué de remarquer que les nombres GF 
de combinaisons de n objets p a p sont précisément les coefficients 
numériques du développement de (z+ a)"; c’est ce qu’il est aisé de 
voir directement, en fondant sur la théorie qui précéde une nouvelle 
démonstration de la formule du binome : cette démonstration s’appuie 
sur une formule qui a d’ailleurs de l’intérét par elle-méme. 

Au lieu de considérer le produit (% + @)” de n facteurs identiques 
a a2 +a, considérons le produit de n facteurs distincts 


(w@+a)(a+b)...(a+h); 
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développons ce produit et ordonnons-le suivant les puissances descen- 
dantes de a. 

On obtient un terme quelconque du produit, en faisant le produit 
de n facteurs dont chacun est l’un des termes des binomes x +a, 
eb)... 0+ 4: 

Le terme du plus haut degré s’obtiendra en faisant le produit de 
n facteurs égaux a x, c’est x”; les termes de degré n —1 s’obuien- 
dront en prenant dans rn —1 binomes le premier terme, et dans le 
nme binome le second. D’une facon générale, les termes du p'*"® degré 
s’obtiendront en considérant une combinaison p a p des binomes 
rtra,“x+b,..., £+k et la combinaison complémentaire formée 
des n + p binomes restants. Le produit des premiers termes des bi- 
nomes qui figurent dans la premi¢re combinaison, multiplié par les 
seconds termes des binomes qui figurent dans la combinaison comple- 
mentaire, fournira un terme de degré p, en z. Dans tous les termes 
analogues on mettra x? en facteur; le coefficient de #? sera la somme 
des produits différents n — p an — p des termes a, b,c, ..., k. 


On aura ainsi 


(2+a)(a#+6)(a@+c)...(a+h) 
=ar+(at+b+et+...t+k)vr'+ (ab+ac+...+hk)xcr+...+ab...k. 


En supposant maintenant que tous les nombres a, 6, c, ..., k 
solent égaux et en se rappelant que C/ désigne le nombre des com- 
binaisons de n objets p a p, on obtient la formule 


(@+a)yr=art+ Chart t+ Clargr 2+...4+Clhar, 


EXERCICES. 
117. Considérons 7 lettres a, 6, ..., / et un groupe de p lettres dont cha- 
cune soit une des lettres a, 6, ..., 7, en sorte qu'une méme lettre puisse étre 


répétée plusieurs fois dans un méme groupe. Ces groupes prennent le nom 
darrangements avec répétition de n lettres p a p, si Von regarde comme 
distincts deux groupes qui différent soit par la nature, soit par l’ordre des 
lettres qui y figurent, et de combinaisons avec répétition de n lettres p a p, 
si l'on ne regarde comme distincts que les groupes qui différent par la nature 
des lettres qui y figurent. 

Le nombre d’arrangements avec répétition de n lettres p a p est nP. 
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148. Le nombre Gi de combinaisons ayee répétition de n lettres pap 
es 

Est,Cuyey 

On peut parvenir comme il suit a Pévaluation du nombre G7. 

Les Gj, combinaisons avec répétition contiennent en tout pG} lettres; cha- 
cune des 7 lettres devant figurer le méme nombre de fois, la lettre a doit 
figurer, en tout, Zs Gj”, fois : d’autre part, si on la retire une fois de l'une des 

re ; 

combinaisons qui la contiennent, il restera une des Gj? | combinaisons des 
n lettres p —1 ap —t1; dans ces G7_, combinaisons la lettre @ figure en tout 
7, fois; d’ot la relation 


| rat Gn 
mo 


P en >" | mae yp 
= Gp = Gp-1+ an Opt 


119. Appliquer un raisonnement de la méme nature que le précédent a la 
démonstration de la formule 


n 
pe 


et a la détermination du nombre C 

120. Lorsqu’il peut se produire, en tout, m événements que l’on regarde 
comme également probables et que p de ces n événements satisfont a une cer- 
taine condition, la probabilité pour que l’un des n événements, se produisant 


. a age aor Ne - ote 5 a) 
au hasard, satisfasse ala condition considérée est, par définition, la fraction as 
Par exemple, la probabilité pour que, en jetant un dé au hasard, on améne 
: I 
un nombre donné est 6" 


On jette deux dés : quelle est la probabilité pour que les nombres marqués 
par les dés soient deux nombres donnés? Il y a lieu de distinguer le cas ott 
les deux nombres donnés sont pareils, et celui ott ils différent. 

Quelle est la probabilité pour amener deux nombres formant une somme 
donnée (au plus égale a douze)? Pour amener deux nombres formant une 
somme supérieure a un nombre donnée, inférieure a un nombre donné? 


121. Une urne contient nm boules marquées 1, 2, 3, .., m. On prend p de ces 
boules; quelle est la probabilité pour qu’on améne les numéros 1, 2, ..., p? 
Si Pon prend ces p boules successivement, quelle est la probabilité pour qu’on 
améne successivement ces numéros 1, 2, ..., p dans l’ordre 1, 2, ..., p? 


122. Parmi les C% combinaisons des nm nombres 1, 2, ..., m pris p a p, com- 
bien y en a-t-il qui soient formées avec % des nombres 1, 2, ..., kK et p—4 
des nombres Kk+1, kK +2, ..., n? 
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—hk Ake —k ak nk ak n—k rik 
Gy= GF GK se Giat Cha... pad Ug, tae ts pee oe 

123. Une urne contient 2 boules, dont & blanches et nm —& noires, on prend 
au hasard p de ces boules; quelle est la probabilité pour qwil y ait « boules 
blanches et p — « boules noires? 


124. Dans un jeu de 32 cartes on prend 12 cartes au hasard: quelle est la 
probabilité de trouver parmi ces 12 cartes 8 cartes de la méme couleur? 


425. Dans un jeu de 32 cartes on prend 12 cartes, puis 5; on regarde les. 
12 premiéres cartes et l’on désire trouver @ cartes déterminées parmi les 
5 cartes; quelle est la probabilité pour qu’elles s’y trouvent effectivement? 


126. En désignant par a, p deux nombres naturels premiers entre eux, on. 
sait que, si l’on divise par p les termes de la suite 


ak, Gh, “BCR, baby (a uyeh, 


on trouve Jes nombres 1, 2, ..., p —1 rangés dans un certain ordre. On peut 
se proposer de trouver le nombre d’inyersions contenues dans cette suite. En 


9 


supposant donné le nombre p, résoudre le probleme pour a =2, a= 3. 


ADE SOI Gide... 2, Un atrancement 72 a 72 des DUMELOS) 1, 2, Saaeg ee 
Soient I le nombre dinversions contenues dans cet arrangement, A et A’ les 
nombres respectifs d’inversions contenues dans les arrangements @, a2... Ag, 
dune part et dg41@q42..- 4, de l’autre; montrer que l’on a 

a4(z-+1) 


I=A+A’+a,;+ a.+...4+ Ay . 
2 


On reconnait sans peine que la différence [—A—A’ ne dépend pas de 
Vordre dans lequel sont rangés les nombres a, do, ..., dy, et que, si l'on 
snppose les nombres rangés par ordre de grandeur, il y a, parmi les nombres 
Ay+1, Ay42; +++) An, 4,—1 nombres plus petits que @;, @,—2 nombres plus 
petits que ap, etc. 


128. Montrer qu’une permutation donnée (au sens du n° 122), portant sur 
n éléments, peut étre remplacée par un certain nombre de permutations cir-— 
culaires dont chacune ne porte, en général, que sur une partie des 7 éléments, 
les éléments qui sont changés par une de ces permutations restant inaltérés. 
par toutes les autres, Si parmi ces permutations circulaires il y en a & qui 
portent sur un nombre pair d’éléments, le nombre de transpositions qui équi- 
valent a la permutation donnée est de méme parité que & —1. 
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EQUATIONS DU PREMIER DEGRE. 


128. Je commence par rappeler quelques notions et principes 
concernant les systemes d’équations; je crois inutile de revenir sur 
les principes qui se rapportent a une seule équation. 

Etant donné un systéme d’équations (') 


X, =0, X, “5 Xe = 0, 


ne) 
II 
— 


ou X,, X», ..., X, sont des expressions dont on sait calculer la valeur 
numérique quand on connait les valeurs numériques des inconnues 
Batya s.)-,, par exemple dés polynomes en v7, y,/2, 2.57 Onasalt 
qu'on appelle solution de ce systeme d’équations tout systeme de 
nombres £9, Yo, 30, --+ qui, substitués a la place de x, y, 3, ... dans 
M5 Sa, -+-) Xn; annulent ces expressions. 

Cette définition s’applique quand on a affaire a des équations pure- 
ment numériques; mais il peut se faire que les expressions X,, 
X2,..., X, contiennent des coefficients représentés par des lettres 
a, b,c, ... que on regar'de comme des données : les coefficients a, 
b, c,... sont susceptibles soit de prendre toutes les valeurs possibles, 
soit de prendre seulement les valeurs qui satisfont 4 certaines con- 
ditions. 

Dans ce cas on appellera solution du systeme proposé un systeme 
d’expressions en a, b, c, ... telles qu’en remplacant x, y, 2, ... par 


(1) Pour simplifier un peu, j’ai supposé qu’on avait fait passer tous les termes 
dans un membre, mais cette supposition n’a rien d’essentiel, et le lecteur verra 
sans peine les légéres modifications qu'il faudrait apporter au texte, si elle n’était 
pas réalisée. 
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ces expressions, X,, Xo, ..., X, deviennent nuls, quelles que soient 
les valeurs numériques de a, b, c, ..., vérifiant toutefois les condi- 
tions 1mposées a ces coefficients. 

I] peut aussi arriver qu’une solution du systéme proposé soit 
formée par des expressions qui contiennent une ou plusieurs indé- 
terminées : on doit alors entendre que X,, Xs, ..., X,, quand on y 
remplace 2, y, Z,... par ces expressions, s’annulent quelles que 
soient les valeurs numériques de ces indéterminées, au moins lorsque 
ces valeurs satisfont a certaines. conditions qui peuvent leur étre 
imposées. 

Au fond, tous ces cas ne different pas essentiellement; on peut, 
afin de regarder une solution comme formée d'un systéme de nombres, 
imaginer qu’on a attribué soit aux coefficients, soit & ces indétermi- 
nées dont je viens de parler, des valeurs numériques; les expressions 
des inconnues Z, y, 3, ..., au moyen des coefficients ou des indéter- 
minées, deviennent alors des nombres qui doivent annuler Xu, 
Xe eek: 


On dit que deux systemes d’équations en x, y, 3, ... 


(1) S08 
(2) Y; 


I 


X, 
0, VW = Os ee 


sont équivalents quand les solutions de Pun sont les mémes que les 
solutions de autre; pour prouver léquivalence de deux systémes, 11 
faut prouver que toute soluuon du premier est une solution du 
second, que toute solution du second est une solution du premier. 

Lorsque toute solution du premier vérifie le second, on dit que le 
premier systeme entraine le second. Pour prouver que deux sys- 
temes sont équivalents, il faut prouver que chacun d’eux entraine 
Vautre. 

I est clair que si, dans un systéme d’équations, on remplace une 
équation par une équation équivalente, on obtient un systéme équi- 
valent au premier; de méme encore, en remplacant dans le systeme 
proposé un systeme partiel d’équations par un systéme équivalent. 

Si @, Gz, ..., a, sont des nombres dont le dernier n’est pas nul, 
le systéme 
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est équivalent au sysleme 


10; MSG, 


@, X,+ a) X_+..-+ a,Xn = 0. 


“4 pre 


Il est clair, en effet, quels que soient les nombres aj, @2, ..., Gn, 
que le premier systéme entraine le second; quant au second, il 
entraine évidemment le suivant 


XG On Xo 108 ee Spon == Oy Gy, Sp = Oe 


© est-a-dire le premier, lorsqu’on suppose que a, n’est pas nul. 

Cette proposition sera généralisée plus tard ('). 

Considérons un systeme, dont Pune des équations, la premiére par 
exemple, soit résolue par rapport a lune des inconnues z, laquelle 
se trouve ainsi, en général, exprimée au moyen des données et des 
autres inconnues 7, 3, .... On obtient un systéme équivalent au pro- 
posé, en reproduisant d’abord la premiére équation, puis en rempla- 
cant dans les autres équations l’inconnue 2 par son expression en 
Wee Sia, tes 

En effet, si l'on considére une solution quelconque de lun ou de 
autre systeme, la valeur de x et celle de son expression au moyen 
des autres inconnues y, 3, ... qu’on a substituée a x dans les équa- 
tions du premier systéme pour former le second sont les mémes, en 
vertu de la premiére équation commune aux deux systémes; dire que 
les équations de l'un ou de lautre des systemes sont vérifiées, ¢’est 
dire la méme chose (*). 


(1) On peut observer de suite que la démonstration ne suppose nullement que les 
quantités @,, a, ..., @,_, soient des nombres : elle subsisterait évidemment si ces 
quantités étaient des polynomes contenant les inconnues. 

(7) La proposition se généralise aisément; si l’on considére, par exemple, les équa- 


tions 
Li aay iy 8s 


donc la seconde peut s’écrire (27 —y) (v2+y) =8, on formera un systéme équiva- 
lent au systéme proposé en remplacant dans cette seconde équalion 2 — y par 2; ce 
nest pas une inconnue que l’on a remplacée par sa valeur, ou par une fonction des 
autres inconnues, c’est une fonction de deux inconnues, z—y, que lon a remplacée 
par unnombre qui doit lui étre égal en vertu de la premiére équation. On peut aussi 
supposer que 2, 3, ... équations du systéme aient été résolues par rapport a2, 3, ... 
inconnues, que l’on remplacerait par leurs expressions dans les autres ¢quations. 
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129. Mon objet essentiel est ici ’étude des équations du premier 
degré par rapport aux inconnues. Si l’on a fait passer tous les termes 
dune telle équation dans le premier membre, ce premier membre 
est un polynome du premier degré par rapport aux inconnues regar- 
dées comme les variables du polynome ; il pourra s’écrire 


ax+by+es+...+ 1, 


A,B, + Az Lg +. + An®y + An+1, 


en désignant les inconnues par x, 7, 3,..., OU par 2), Ly, ..., Lp el 
les coefficients, que l’on regardera comme numériques, par a, 0, 
€,2.., |OU Par dy, 5, .-.5 Any Ans, Le termed ou a,.,, quine con- 
tient pas d’inconnue (ou de variable) en facteur, s’appelle le terme 
indépendant des inconnues, le terme constant ou le terme tout 
connu. Ce terme peut étre nul; le polynome est alors homogéne; je 
le désignerai dans ce cas sous le nom de forme linéaire en x, y, 4, «+. 
OUNCE De ne, Ep (). 

_ Il m/arrivera souvent, comme je l’ai déja fait d’ailleurs, de désigner 
les premiers membres par de grandes lettres telles que X, Y, Z,... 
ou X,, X,, ..., Xp; il doit étre bien entendu que ce n’est la qu'une 
abréviation, et que le lecteur doit substituer, par la pensée, le poly- 
nome tout enter a la grande lettre qui le représente. 

On a souvent, en désignant en général par X,, X,,..., X» des 
polynomes en 2,, %2,.-., Zp, occasion de considérer des expres- 
sions telles que 


% X41 + Ug Xg+...+4)Xp, 


oll %,, %2,-.., Zp sont des nombres : une telle expression est linéaire 


(1) Le sens des mots forme et linéaire varie un peu suivant Jes auteurs; souvent 
le mot forme est pris simplement comme synonyme de polynome et le mot linéaire 
comme synonyme de du premier degré. Liorigine de ce dernier mot est dans la 
signification des équations du premier degré, en Géométrie analytique. Il ne me 
parait pas que ces synonymes soient nécessaires, et, conformément a un usage d’ail- 
leurs tres répandu, je réserverai, dans le présent livre, le mot forme pour les poly- 
nomes homogeénes, le mot linéaire pour les polyaomes homogénes ct du premier 
degré. Un polynome du premier degré devra ainsi étre regardé comme une forme 
linéaire a laquelle on a ajouté une constante. L’emploi des mots forme et linéaire 
me dispensera donc d’ajouter l’épithéte homogéne. Une équation linéaire sera une 
équation du premier degré sans terme constant; souvent on fait passer le terme 
constant dans le second membre; le premier membre est alors linéaire par rapport 
aux inconnues. 
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en X,, Xo,..., Xp»; elle est obtenue en combinant linéairement X,, 
X5,.-., Xp: c est une combinaison linéaire de X,, Xs, ..., Xp; en 
combinant linéairement plusieurs combinaisons linéaires de 4, 
X»y,..., Xp on retombe évidemment sur une combinaison linéaire de 
Mp say 5p. 01 Voniconsidére' les équations X, = 0, X3==0,>..2, 
X,» =o, toute équation obtenue en égalant 4 0 une combinaison 
linéaire de X,, Xx, ..., Xp s’appelle aussi une combinaison linéaire 
de ces €quations 

Si X,, X2,..., X, sont des polynomes du premier degré en 2, 
2S ee Wes expression a, X,+ aXo+...+ a4)X> est évidemment 
aussi, en général, un polynome du premier degré en 2), @2, .--, Ln} 
c'est une expression linéaire en 7, £2, ..-, Zn lorsque Xj, X2,..., Xp 
sont liméaires €n 2 ,,.973;...+, Ln 

Il faut, toutefois, remarquer que les variables peuvent disparaitre 
de la combinaison linéaire a, X, + # Xz -+...+ 4p Xp des polynomes 
X,, Xs, ..., Xp. Si par exemple on pose 


X=2e—3y+5—1, 
Y= e—2y—4-2, 


L= w= 55 — 10, 
et si l'on forme la combinaison linéaire en X, Y, Z 
2X —3Y—Z, 


on voit de suite, en remplacant X, Y, Z par leurs expressions, en 
ordonnant par rapport a 7, y, 5, que les coefficients de ces variables 
sont nuls et que l’on a, identiquement en z, y, =, 


2X—3Y—Z=2; 


notons en passant que cette identité montre clairement qu'il ne peut 
exister aucun sysléme de valeurs pour x, vy, 3 telles que X, Y, Z 
s’annulent pour ces yaleurs : en d’autres termes, on ne peut satisfaire 


4 la fois aux égquations X =o, Y =o,Z—o0. Si, au contraire, en con- 
4 y) ? 


servant 2 X, Y leur signification, on avait supposé Z= xv + 53 —8, 
on aurait eu, identiquement en x, V, 2, 


Dp ree Gey Areas 
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et il serait évident par la que tout systéme de valeurs de x, vy, z qui 
apnule X et Y, annule aussi Z; en d’autres termes, les équations 
X =o, Y =o entraineraient l’équation Z = o. 

Remarquons encore que, si X, Y, Z désignent en général des 
polynomes du premiemdesre eni 7.07, 6, savoir 


ax+by+cs+d, aaerby+castd, arb y+cstd, 


et s'il existe une combinaison linéaire «aX + 6Y-+7Z, de X, Y, Z 
@ou les variables x, y, s disparaissent, la combinaison linéaire 
aX!-+ BY'-+ yZ/ des polynomes linéaires en x, y, 5, 


X'’=ax+ by +03, Year+by+c'z, Z'= a'x+b" y+ c's, 


obtenus en supprimant les termes constants d, d’, d” des polynomes 
X, Y, Z, est identiquement nulle. En effet, dans les deux expressions 


eX BG Ye 7! 
et 
aX +68Y+yZ 


les coefficients de x, v, s sont évidemment les mémes : or, par hypo- 
these, ces coefficients sont nuls dans la premiére expression. Inyerse- 
ment, existence d’une relation de la forme a X/4-B YY! Z/= 0, 1den- 
lique en x, y, z, implique évidemment l’existence dune combinaison 
hnéaire ¢X +8Y-+yZ des polynomes du premier degré X, Y, Z, 
Wout les variables x, y, z disparaissent. 

Ces résultats s’étendent a des polynomes du premier degré com- 
portant autant de variables que Pon veut. 


130. Himporte, pour ce qui suit, d’étudier Papplication aux équa- 
tions du premier degré du second principe que l’on a rappelé au 
n° 128; si on veut appliquer ce principe, il est clair qu’on a a effec- 
tuer successivement les deux opérations suivantes : 

1° Résoudre Pune des équations données par rapport a l'une des 
inconnues 2, qui, apres cette résolution, se trouve, en général, expri- 
mée au moyen des autres inconnues y, Z, .... 

2° Substituer dans les autres équations, a la place de x, son 
expression au moyen de y, g.... 


On est ainsi amené a étudier ce que deyient, par cette substitution, 
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le premier membre de Vune quelconque de ces autres équations, 
lequel était primitivement un polynome du premier degré en 2, 
eee o 

Je vais raisonner en supposant qu’il y ait trois inconnues x, y et z; 
Je lecteur reconnaitra immédiatement que les résultats qui suivent ne 
dépendent pas du nombre des inconnues. 

Considérons |’équation du premier degré 


X=ar+by+es+d=0, 
et soit 


YH=dadae+U0y+ezszid 


un polynome du premier degré en x, y, 3; on va voirce qu'il devient 
quand on résout l’équation X = 0 par rapport a l’une des inconnues 
et que l’on y remplace cette inconnue par l’expression que l’on a 
trouvée; a, b,c, d, a’, b', c', a’ seront regardés comme des coeffi- 
cients numériques. 

Si le coefficient @ n’est pas nul, l’équation X = o est équivalente 


ate See Ree 
a léquation = X= ©, OU 


sous cette forme, elle est résolue par rapport a x ('). On observera 
que les coefficients de y, s dans le second membre ne dépendent pas 
du terme constant d. 

Si Pon remplace z par cette expression dans Y, on obtiendra un 
polynome Y,, du premier degré en y, z, a savoir 


WG) Ss oY Grex cz 5) + b'y+ca+d 


a~ a a 


ba’ , Cor piel’ 
= (0 )y : (c )s - ad ) 
a a a 


et on vérifie de suite que l'on a identiquement en x, y, = 


t 


Nee Ve ake 


? 
a 


(1) Il nous sera utile plus tard d’avoir remarqué que, quand on laisse tous les 
termes dans un méme membre, la résolution dune équation du premier degré par 
rapport a une inconnue revient 4 diyiser le premier membre de cette équation par 
le coefficient de cette inconnuc. 
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en d’autres termes, le’ polynome Y, est une forme linéaire en X, Y, 
t 


. a + 
dont les coefficients sont — — et 1. Dans ce polynome, les coeffi- 


(a2 
cients des variables vy, s ne dépendent nullement des termes con- 
stants d, d', mais seulement de la valeur des coefficients de z, y, 
dans X et dans Y. 
Si Pon considére les deux équations du premier degré X = 0, 
Y =o, ilest clair que leur systeme est équivalent au systeme X =0, 


i 


2 Oe ee F : ; 
Y — = X =o, en sorte que, dans le cas des équations du premier 


degré, la seconde proposition du n° 128 est une conséquence de la 
gre, pet | 

premiére ; mais c’est sur un autre point que je désire appeler latten- 
tion du lecteur. 

I] peut se faire, apres la substitution, que les inconnues yv, 3 dis- 
paraissent, en sorte que Y, ne soit plus, & proprement parler, un 
polynome en y et z, mais se réduise 4 un nombre p, qui peut d’ail- 
leurs étre différent de o, ou nul. Pour qu’il en soit ainsi, 11 faut et il 
suffit, dans Vexemple précédent, que l’on ait 


, we , 
b' — — =o, c’— — = 0, 
a a 
E 5 ad : 
Y, se réduit alors au nombre d!— =} Bl Pon a identiquement en 


zy sts) as) 


Ve ee pee 
a a 


Si le second membre de cette identité n’est pas nul, il est clair 
qu’on ne peut avoir a la fois X = 0, Y = 0 pour aucune valeur de z, 
y, 5; les deux équations X =o, Y =o sont incompatibles. Si, au 
contraire, le second membre est nul, il est clair que la supposition 
X = 0 entraine Y= 0; on vérifiera alors les deux équations X = 0, 
Y =o, en attribuant a y et z des valeurs quelconques et en attribuant 


, : , b Cc d 
a az la valeur qui en résulte pour — - y— — s— -- 
a a a 


Il convient de remarcuer que ce fait exceptionnel, la disparition 
des inconnues dans Y,, ne dépend en aucune facon des termes con- 
stants d, d', mais seulement des valeurs des coefficients a, 0, c, a, 
b', c' des inconnues 2, ¥, 3. 
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131. Ces remarques faites, j’expliquerai la méthode de résolution 
des équations linéaires par substitution sur le cas de trois équations 
du premier degré a trois inconnues. 

Soient 


ces trois équations. Elles peuvent s’écrire encore 
Veda oy Ve eT 
en désignant par X’, Y', Z’ les polynomes linéaires en x, y, 5 
ax—by + cs, Aar+by+c's, aa -b"y + cs, 


que l'on obtient en supprimant les termes constants d, d', d” des po- 
lynomes X, Y, Z. 

Supposons que lun des coefficients des inconnues, a par exemple, 
ne soit pas nul; en résolvant l’équation X =o eten portant l’expres- 
sion trouvée 


dans les deux autres équations, on parviendra aux équations 


: ( Y:=Ay +Bz+C =0, 
: ' 
(2) |Z, = Ay = Biz = GC’ =o, 


en posant, pour abréger, 


b of a; d 
A=U'—-ad, B=c'——-a, C= dad —— a4, 
a a a 
b sl d 
A’ b" se GE B’ — cl" can BAS Gh (OH a ate BS aE. 
a a a 


Ainsi qu’on l’a déja fait observer, les valeurs des coefficients A, B, 
A’, B’ de y, s dans Y, et Z, ne dépendent nullement des termes con~ 
Stars! Oa G0 < : 


On ad ailleurs identiquement en z, y, 5 


, . (fe ah eee geen es _@y 
(3) Yi=1 X, Ah — SX, 
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et le systeme des équations propose est équivalent au systeme 


b 


LE =O v=—— y——2s—d 
d a? : 


Cc 
a 


dont la dermiére équivaut a X = 0, 
En général, les inconnues 7, 3 figurent dans Y,, Z,; si, par 
exemple, A n’est pas nul, on résoudra I’équation Y,= 0, par rapport 
B a 


a y et lon remplacera, dans l’équation Z,;= 0, y par — ~ 5 — 


A A? 


Z,, aprés la substitution, deviendra 


A! A’B fh 
Bala YB <)A EC! a 


\ 


La valeur du coefficient de z dans Z, ne dépend que de la valeur 
des coefficients A, B, A’, B’, et, par suite, des coefficients a, b, c, a’, 
b', c', a’, b", c’, nullement de la valeur des termes constants d, d’, d*. 

A cause des relations (3), on a, identiquement, en 2, y, 3, 

BUN aps A’ 


: ae os Al ; we ss am ; j ee 
(4) fe a S A ‘ ae aa A ae Masato: 


Z, est done une forme linéaire en X, Y, Z dans laquelle le coefti- 
cient de Z esl 1. 
Le systeme proposé est équivalent au systeme 


Loe — Ol 
Saaggt 6; 
picasa Conese € 
AS oe Cm a 
a a a 


Si, dans la premiere équation, le coefficient de z n’est pas nul, on 
pourra résoudre cette équation par rapport az, et lon en tirera une 
valeur unique z =A; le systéme proposé est équivalent au systéme 


Ji iN 

eee ae 

he Pee eres 

r= 3 (R+5)-29-% 
a\A A a 
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dont la solution est mise en évidence : dans ce cas le systeme pro- 
posé admet une solution, et une seule. 

Tout en continuant de supposer que, dans Y,, Z,, lun des coeffi- 
cients des inconnues, A par exemple, ne soit pas nul, supposons que 
Vinconnue =< disparaisse de Z, qui se réduit alors au nombre 

ACG 
are 
nombre n’est pas nul, les équations Y, = 0, Z,= 0 sont incompa- 
; , ras , E : = A 
bles, et le systeme proposé impossible; si, au contraire, C/ — —— 


est nul, on n’aura plus a tenir compte de l’équation Z,= 0, qui se 


; le raisonnement du numéro précédent montre que, si ce 


réduit 4 o = 0, et on pourra dire que le systéme des éro/s équations 
proposées est équivalent au systeme des deux équations 


SE pe. 
SS paman A. CPA? 
ae b CA d 
aes ener eames 
ou encore au systeme 
ee Wile ee 
eA CAN 
ee cae) Con a. OB CN bC d 
Saw tat ad ee Tea ake ee Geer N ee 


Deux des inconnues y et x s’expriment alors comme des poly-- 
nomes du premier degré en s, qui reste indéterminé. On peut attri- 
buer a s une valeur numérique arbitraire; les valeurs de y, x qui 
résultent des formules ci-dessus satisfont aux équations proposées : 
inversement, dans toute solution du systéme proposé, les valeurs de 
y, £ sexpriment par les formules précédentes au moyen de la valeur 
de z. 

Dans le cas ot z ne figure pas dans Z,, qui se réduit alors au 

G 


nombre C’ — " A’, on a identiquement en x, y, 2, en vertu de (4), 
A’ DN ACH A'G 
/ fe 3, eile Rae Wp GOO gf Bigs 
Ti ( Aa S) A? 


il y aune combinaison linéaire de X, Y, Z qui se réduit identiquement 


: A’'G >: ay pune 
au nombre C/ — a a Lidentité précédente montre bien, quand 
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. AGG IS. : é . . 
Cc’ — a es nest pas nul, queries équations Xi——0,, Y-=10, 7; o sont 


5 . A’G 
incompauibles, et, quand C/— a et! nul, que les deux premiéres 
entrainent la troisiéme 
Sil arrivait que les inconnues y, < ne figurassent ni Pune nt 
Vautre dans Jes équations Y, =o, Z, =o, c’est-a-dire si l’on avait 
{ i ; 
b’ b 1 li c =H 
} == 1G =; CO S= 2G! SO: 
a a 
b Cc 
1 =r ae =. Ce 3 Ga srg 
a (as 


cae Bo he ; d d 
auquel cas Y,, Z, se réduiraient aux nombres d!— 5 Cog a ae 
L a cE 


ou bien ces derniers nombres ne seraient pas nuls a la fois, et ’une 
des équations Y=o, Z=o serait incompatible avec équation Xo, 
: d d . 
ou bien les deux nombres d’ — - a’, d’ — = a” seraient nuls, et alors 
al 
Véquation X= o entrainerait les deux équations Y=o, Z=o. 
Dans ce dernier cas, le systeme des trozs équations proposées serait 


équivalent a Punique équation 


y et s resteraient indétermin¢és; on peut leur attribuer telles valeurs 
que lon veut, la valeur de z est donnée par la formule précédente ; 
inversement, dans toute soluuon du systéme proposé, la valeur de x 
est lige par la relation précédente aux valeurs de y et de s. 

Lorsque y, = disparaissent des équations Y,= 0, Z,= 0, on a 
entre X, Y, Z, a cause des identités (3), les relations, identiques 
ene, V*5; 

Y — dex = pe 
a a 


r 


" 
Gs a 
L—— X=d—— a", 
a a 


qui mettent en évidence, quand les seconds membres ne sont pas 
nuls tous deux, l’incompatibilité de l’équation X = 0 avec lune au 
moins des équations Y=o, Z=o, et qui, lorsque les seconds 
membres sont nuls, montrent que l’équation X = o entraine les deux 
équations Y =o, Z=o. 


EQUATIONS DU PREMIEK DEGRE. 321 


Enfin, si dans les équations proposées, les coefficients de toutes les 
inconnues étaient nuls, en sorte que ces équalions se réduiraient 
a d=o, a'=0, d’= 0, ou bien l’un des nombres d, a’, d" ne serait 
pas nul, et le systeme proposé serait manifestement impossible, ou 
bien d, d', d” seraient nuls et le systéme proposé serait vérifié quelles 
que fussent les valeurs de zx, 7, . 

En résumé, ou bien il y a une solution, et une seule; ou bien il y a 
impossibilité; ou bien une ou deux inconnues peuvent étre prises 
arbitrairement, les deux autres ou la troisiéme s’exprimant au moyen 
de cette inconnue ou de ces inconnues arbitraires, ou encore, dans le 
cas tres exceptionnel signalé tout a lheure, les trois inconnues sont 
indéterminées. Enfin, dans les cas d’impossibilité ou d’indétermi- 
nation, il y a entre les premiers membres des équations des relations 
(identiques en x, y, 3), qui manifestent cette impossibilité ou cette 
indétermination. Ces relations sont de la forme 


aX+PY+yZ+6=0, 


Yun des coefficients numériques 2, 6, y n’étant pas nul, puisque, 
dans les relations de cette nature que l’on a obtenues dans le cours de 
la démonstration, l’un de ces coefficients était toujours égal a 1. On 
peut dire encore qu il existe une combinaison linéaire a X + BY + yZ 
des premiers membres des équations dans laquelle les coefficients «, 
%, y ne sont pas tous nuls et d’ou les inconnues disparaissent. Dans le 
cas trés exceptionnel ou ces inconnues ne figureraient pas dans X, 
Y, Z, on peut prendre pour z, 8, y des nombres quelconques. Ces 
relations idenuques mettent en évidence l’impossibilité ou lindéter- 
mination du systeme. On est certainement dans le cas de l’impossi- 
bilité si 6 n’est pas nul. 

D’autre part, Vimpossibilité ou Vindétermination se manifestent 
toujours, aprés Pune des substitutions dont la méthode se compose, 
par la disparition totale des inconnues dans l'une des équations ot 
Yon a fait cette substitution, et, ainsi qu’on l’a fait observer, cette 
disparition ne dépend en aucune facon des termes constants, mais seu- 
lement des valeurs attribuées aux coefficients des inconnues. II suffit 
de se reporter aux raisonnements précédents pour reconnaitre que 
Vindétermination apparait en quelque sorte comme un cas paruculier 
de l'impossibilité : qu’on laisse leurs valeurs aux coefficients de 2, 
y, 5, dans les équations proposées, et qu’on modifie seulement les 

AN 21 
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termes constants, le systéme, s’il était impossible, peut, pour cer- 
taines valeurs de ces termes constants, devenir indéterminé. 


Considérons les équations linéaires en x, y, 2 


obtenues en supprimant les termes constants d, a’, d” des premiers 
membres X, Y, Z des équations proposées. Ce systeme n’est jamais 
impossible : il est, en effet, évidemment vérifié pour «= 0, y=0, 
Z= 0, en sorte qu’il arrivera de deux choses l’une : ou bien le sys- 


teme X'= 0, Y’= 0, Z’= 0 n’admettra que cette solution, ou bien ce 
systéme seraindéterminé,et deux inconnuess exprimeront linéairement 
au moyen de la troisieme; ou bien une inconnue s’exprimera linéai- 
rement au moyen des deux autres. Dans le cas ot tous les coefficients 
seraient nuls, les trois inconnues seraient évidemment indéterminées. 
S’il y a indétermination, il existe entre X’, Y’, Z/ au moins une rela- 
tion linéaire, identique en z, y, z, de la forme « X'+ BY’+yZ'=0, 
relation dans laquelle Pun des coefficients numériques «, $8, y n’est 
pas nul. Si, par exemple, y nest pas nul, la relation précédente peut 
étre résolue par rapport a Z! qui apparait ainsi comme une combi- 
naison linéaire de X’ et Y’. Enfin, je rappelle que existence d’une 
relation, identique en x, y, 3, de la forme aX +6 Y+yZ+6=0, 
entraine nécessairement lidentité «X’+ 8B Y'+ yZ'= 0, et récipro- 
quement. 

Si les équations X'= 0, Y'= 0, Z’= 0 n’admettent pas d’autre so- 
lution que z= 0, y = 0, 7 =0, le systéme n’est pas indéterminé et, 
quand on appliquera, pour résoudre les équations, la méthode de 
substitution, on ne se trouvera point dans le cas exceptionnel ot les 
inconnues disparaissent totalement de quelqu’une des équations ou 
Pon a fait la substitution; on ne se trouvera pas non plus dans ce cas 
exceptionnel pour les équations X= o, Y=o, Z=o0, et cela quelles 
que soient les valeurs numériques des termes constants d, d’, d’. Ces 
derniéres équations admettront une solution et une seule. Si le sys- 
téme X'= 0, Y’=0, Z/=o est indéterminé, c’est qu’aprés une des 
substitutions les inconnues disparaissent totalement de Vune des 
équations ou l’on a fait la substitution. I! en est de méme pour les 


équations X = 0, Y=o, Z=o dont le systéme est alors impossible 
ou indéterminé; on se trouvera dans un cas ou dans |’autre suivant 
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les valeurs de d, d', d". Réciproquement, si le systeéme X=o0, Y=o, 


Z =o admet une solution unique, le systeme X/= 0, Y'= 0, Z'= 0 


n’admet pas d’autre solution que « = 0, y= 0, s =o. Si le systéme 


X=o, Y=o, Z=o est impossible ou indéterminé, le systéme 
X’= 0, Y'= 0, Z'= 0 est indéterminé. 


132. Supposons qu’on applique la méthode de substitution aux 
équations du premier degré 
2 


X10; Ye=—0s Tb, ==@, 


telle qu’elle a été décrite au numéro précédent, mais en ayant soin, 
quand on résout une équation, de tout laisser dans le premier membre, 
ce qui revient alors a diviser simplement par le coefficient d’une in- 
connue, et, quand on a fait une substitution, de tout laisser encore 
dans le premier membre. Le premier membre de |’équation qu’on 
vient d’écrire est une combinaison linéaire des deux premiers membres 
de deux équations, celle d’ot l’on a tiré Pinconnue et celle ot lon a 
fait la substitution. Puisque, en combinant linéairement des combi- 
naisons linéaires de X, Y, Z, on retombe toujours sur des combinai- 
sons linéaires de ces expressions, il est clair que les premiers membres 
de toutes les équations que l’on écrit sont toujours des combinaisons 
linéaires de X, Y, Z, c’est-a-dire des expressions de la forme 
aX+6Y+7Z, 4, 6, y étant des coefficients purement numériques. 

Supposons maintenant qu’on soit dans le cas ot les équations 
X=o0, Yo, Z=o admettent une solution 7, 79, 30, et une seule, 
la méthode conduit, uniquement par des résolutions d’équations du 
premier degré et des substitutions, aces valeurs des inconnues, c’est- 
a-dire que son résultat final est de la forme 


L— X= 0, Y—-So=9, &—4)=0. 


Les premiers membres de ces dernicres équations doivent étre, eux 


aussi, des combinaisons linéaires de X, Y, Z, c’est-a-dire qu’il doit 


/ fall 


exister ment uombressc, 2. vy, 0, 8, 7, «,'6', y tels que l’on ait 


identiquement en , y, & 


ee eae ye Te 
(1) Ly y= a Ke OY SZ, 
| B— By = aX + PY + y"Z. 
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Réciproquement, supposons qu’on ait trouvé neuf nombres a, 
8, ..., 7" tels que les relations précédentes aient lieu identique- 
ment en 2, y, 2; il est clair qu’on ne peut avoir a la fois X = 0, 
Na==10, i — Opsans que lon alte 12, hay S99) Ses ceguas 
tions X = 0, Y =o, Zo ont une solution, celle-ci ne peut étre que 
Lo, Yo, Zo; Mais on n’apercoit pas de suite que ces nombres annulent 
effectivement X, Y, Z; c’est pour létablir que j’ai fait les remarques 
qui terminent le numéro précédent. En désignant encore par X’, 
Y', Z' les formes linéaires en x, y, 2 qui deviennent X, Y, Z quand 
on supprime les termes constants d, /', d", les identités précédentes, 


supposées vraies, impliquent celles que voici 


=a X’+ 8 Y'+¥yZ’, 
— x! Kee cy Y's. 7'Z', 
= A ae BY Y' + Nea 


8 


S 


rs) 


puisque, dans les deux membres de chacune de ces égalités, les coet- 
ficients de x, y, = doivent étre égaux en vertu des identités (1). Dés 
lors, X’, Y’, Z' ne pouvant, en vertu de ces identités, étre nuls simul- 


tanément sans que l’on ait z=0, y = 0, 3=0, il est clair qu'il n’y 
a pas indétermination pour les équations X’= 0, Y’=o0, Z'=o et 
que, par conséquent, il ne peut y avoir mi impossibilité, ni indéter- 
mination pour les équations X =o, Y =o, Z= 0; elles admettent 
une solution, et une seule, qui est certainement c= 2%), y= Yo, 


4 
~ 


a 
De la une méthode pour la résolution des équations du premier 


degré, qui consiste a déterminer les coefficients #, $, y de maniére 
que, dans 2X + 8Y + YZ, les coefficients de y et de s soient nuls. 
Avant de donner un exemple de cette méthode (n° 134), je veux 
faire les remarques suivantes : 

Quand on cherche a résoudre les équations X = 0, Y=o0,Z=o0, 
on n’applique pas toujours la méthode réguliére de substitution telle 
qu'elle a été décrite au n° 130; on cherche a profiter de la forme spé- 
ciale de ces équations, on les combine par addition, apres les avoir 
multipliées par certains facteurs; quelquefois, apres avoir résolu par 
rapport a une inconnue, on fait une subsutution. Tout cela revient, au 
fond, a former des combinaisons linéaires des équations; car le fait, 
que, dans le cours des calcus, on fait passer des termes d’un membre 
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dans un autre, est évidemment insignifiant. Si, en faisant toutes ces 
opérations dans un ordre quelconque, on arrive a un systéme d’équa- 
tions de la forme 


v=2X, JS =S 3 B= 40, 


ol Lo, Yo, Zo sont des nombres, il est bien clair que le systeme pro- 
posé ne peut admettre d’autre solution que 2, Vo, 203 mais le rai- 
sonnement précédent montre que 2, Vo, Zo constituent effectivement 
une solution, et il n’est pas nécessaire, au point de vue théorique, de 
constater que 2, Yo, 9 annulent effectivement X, Y, Z. Cette véri- 
fication reste utile pour s’assurer qu’on n’a point commis de faute de 
calcul. ; 

Pour peu que le lecteur veuille y réfléchir, 1] reconnaitra sans peine 
que la méthode de substitution et les résultats qui précedent s’étendent 
a la résolution d’un systéme de n équations du premier degré a nr in- 
connues, et méme, sauf quelques modifications, de nm équations du pre- 
mier degré a p inconnues; elle permettra toujours soit de parvenir a la 
solution unique sile systeme n’admet qu’une solution (ce qui suppose 
le nombre des équations au moins égal a celui des inconnues), soit de 
mettre en évidence l’impossibilité ou Vindétermination du systéme; 
dans le cas dindétermination, certaines inconnues s’expriment par 
des polynomes du premier degré, dont les autres inconnues sont les 
variables. Les conclusions qu’on vient d’établir relativement aux com- 
binaisons linéaires subsistent pour n équations du premier degré a 
n inconnues. Lorsque, en combinant linéairement ces équations, on 
parvient a n égalités, conséquences nécessaires des n équations, dont 
chacune fournit la valeur d’une inconnue, on est stir que ces valeurs 
vérifient effectivement les équations. C’est d’ailleurs ce qui ressortira 
du Chapitre suivant. 

Considérons, par exemple, les équations 


a 
I 


ee ee a 


iS) 
i 
ae 


GZ—-V+ 


I 
fen) 


Liy—s 
on en tire, en ajoutant membre a membre, 


T+yt+s=at+b+e, 
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puis en retranchant membre 4 membre de celle-la chacune des équa- 
tions proposées et en divisant par 2, 


= —____., y = —— > 5 = ————— ; 


2 2 A) 


b+cec—a c+a—b at+b—c, 


on n’a fait, au fond, que des combinaisons linéaires des équations ; 
sans la théorie précédente, on pouvyait affirmer évidemment que les 
équations proposées n’avaient pas d’autre solution que celle qu’on 
vient d’écrire ; la théorie précédente montre qu'on a bien effecuvement 
la une solution. 


133. La méthode de substitution appliquée a deux équations du 
premier degré a deux inconnues 
ay jau+rby+c=o, 
laa+b'y+c'=o0, 
conduit a ce résultat essentiel, bien connu du lecteur : Lorsque la 
quantité ab! — ba' nest pas nulle, le systeme (1) admet une solution, 
et une seule, qui s’exprime par les formules 


es ——_ bc'— cb' _ 6 =a 
b= bel? Y ~ ob = ba 


Notons en passant que, d’aprés cela, les équations linéaires en x, v 
ax+by =o, aa2+-by=o 


nadmettent dans ce cas que la solution évyidente =o, y=o. En 
d’autres termes, si l’on sait que x, y sont des nombres qui vérifient 
ces équations, on a, ou x = 0, y = 0, ou ab! — ba'= 0. 

Dans le cas ot cette derniére relation est vérifiée, il y a des valeurs 
de 2, y qui ne sont pas nulles toutes les deux et qui vérifient les 
équations proposées. 


Considérons maintenant les deux équations linéaires en .x, y, 2 


\ar+by+e% 


« oO, 
(3) ; ; 
l(aat+by+c¢zs=0, 
et cherchons a déterminer toutes les valeurs de x, y, 3 qui vérifient 
ces équations. Supposons d’abord ab!— ba’ différent de o. Le Sys- 
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teme (3), d’aprés ce qu’on vient de dire, équivaut au systéme 


_ (be! — eb')z .. (ea —ae')z 
7 Fab Shear” ae Gia bon 


(4) 


c’est-a-dire qu’on obtiendra n’importe quelle solution du systéme (3) 
en donnant a z une valeur quelconque et en prenant pour z, y les 
valeurs qui résultent des formules (4); réciproquement, toute solu- 
tion du systéme (3) peut s’obtenir de cette fagon. Les formules (4) 
fournissent, en y laissant z indéterminé, la solution générale du sys- 
téme (3). Si nous posons z= (ab!— ba’)¢, il est clair qu’a chaque 
valeur de ¢ correspond une valeur de z et que, réciproquement, a 
chaque valeur de s correspond une valeur de ¢; on peut donc tout 
aussi bien dire qu'on obtient la solution générale du systeme (3) en 
prenant 


()) a= (bce — cbt, y =(ca'—ac')Jt, & = (ab'— ba')t, 


ot ¢ est une indéterminée. Les coefficients de ¢, dans les seconds 
membres, se déduisent du premier par une permutation circulaire des 
lettres, Dic: 

Notre raisonnement suppose que ab!— ba’ n’est pas nul; mais, 
pourvu qu'une des trois quantités 


be’ — cb’, ca’—ac', ab'—ba' 


ne soit pas nulle, le résultat subsiste; si, par exemple, c’est be’— cb! 
dont on sait qu il n’est pas nul, on résoudra les équations (3) par 
rapport ay, 3 au lieu de les résoudre par rapport a x, vy, on retom- 
bera sur le méme résultat. 

Au heu @éecrire la solution générale des équations (3) sous la 
forme (5), on peut, dans le cas ot l'une des quantités bc'— cb’, 
ca! — ac’, ab'— ba’ west pas nulle, dire qu’on obtient cette soluuon 
générale en prenant x, y, 3 respectivement proporuonnels a ces 
quantités, et écrire 


xv ie & 


BE Td ef a EE 


On doit donner a ces équations le méme sens qu’aux équations (5); 
si, par exemple, l’un des dénominateurs est nul, il faut entendre que 
le numérateur correspondant doit étre nul aussi. 
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Observons ce qui arrive quand deux des trois quantités be! — cb’, 
ca'—ac', ab'— ba’, les deux derniéres par exemple, sont nulles : 
en regardant les deux égalités 


6a — ¢' a — 0, 


ba'—b'a=o0, 


comme des équations linéaires par rapport a deux inconnues a, a, 
on voit, d’apres une remarque antérieure, qu’elles entrainent soit 


ao, a'=0, soit c(— 0’) — b(— c) ou bc'— b'c = 0. Si Pune des 
inconnues 2, y, 2 ne disparait pas a la fois des deux équations (3), 
on peut dire que l’évanouissement de deux des quantités be’ — cb’, 
ca’ — ac', ab' — ba’ entraine |’évanouissement de la troisiéme. 

Lorsque ces trois quantités sont nulles, c’est que les coefficients 
de lune des équations (3) sont proportionnels aux coefficients de 
Pautre; l'une des équations entraine l'autre. Deux des inconnues 2, 
y, % peuvent alors étre laissées arbitraires; la troisiéme, que l’on choi- 
sira de maniére que son coefficient ne soit pas nul, s’exprime au 
moyen de ces deux-la. 

Dans tous les cas les équations (3) admettent des solutions dans 
lesquelles les inconnues 2, y, z ne sont pas nulles toutes les trois. 


134. Les résultats précédents, relatifs a la résolution de deux équa- 
tions linéaires a4 trois inconnues, sont souvent utilisés. Je vais les 
appliquer a la résolution des trois équations 


rea Siar ce. 
Q) HONG 


=aa+by+es+d=0, 


N 
I 


aa + bY y +-c'z 4+- d’=0, 


en cherchant a déterminer trois nombres A, A’, A”, tels que, dans la 
combinaison linéaire AX + A’Y + AZ des premiers membres, les 
termes en y, 3 disparaissent: i] faut pour cela que les deux équations 
lingaires en A, A’, A” 


bA + O'A'+ 6" A’=O0, 


GIN SEINE i IN! 6 


soient vérifiées ; il faut donc, d’aprés le numéro précédent, prendre A, 
A’, A” proportionnels a b'c’ — 6"c', b"c — bec", bc'— b'c; rien n’em- 
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péche de prendre A, A’, A” égaux a ces quantités. On a alors identi- 
quement " 


(2) AX+A’Y +A'Z =(Aa-+ A’a'+ A’ a')an + Ad + A'd'+ A'd’. 


On déterminera de méme deux systémes de nombres B, B’, B’ 
et C, C’, C’ tels que, dans les combinaisons linéaires BX + B’ Y + B’Z, 
CX + C'Y + C'Z, les termes en x et z, les termes en 2, y disparaissent, 
et on sera ainsi conduit aux identités 


, BX+ B’Y + B’Z = (Bb + B’6'+ B’b") y+ Ba+ B'd'+B'd’, 


Say ea a 
Nee Cty Ss GTi (Ce Cie’ = Oe a Cad + Cdn. a 


J’écris ci-dessous le tableau qui donne les expressions, au moyen 
des neuf coefficients a, b, c, a’, b', c', a’, b,c’, des neuf quantités A, 


sbalege ts © 


A = b' C= NECK B = Gi Cae G = a’ GS CHO 
(3) « A'= 6’c — Oc". Be 6a = C1 C= Hb —@& > 


| IND 6 OG? B= "ea "6 @, Cha 6 abr 


pour retrouver rapidement ces formules, il convient de faire les 
remarques suivantes : dans l’expression de l’une quelconque des 
quantités A, ..., C’ ne figurent que les petites lettres autres que la 
grande lettre dont on veut |’expression et autrement accentuées que 
cette derniére; ainsi, dans l’expression de A ne figurent que les 
lettres 6, c (autres que a) et affectées d’un ou deux accents, tandis 
qu'il n’y en a pas dans A; en faisant une permutation circulaire sur 
les petites lettres, on produit une permutation circulaire sur les 
grandes lettres; ainsi B se déduit de A par une permutation circu- 
laire effectuée sur les petites lettres. Une permutation circulaire sur les 
accents des petites lettres, ou, si lon veut, une permutation circulaire 
effectuée a la fois sur les lettres a, a’, a’, sur les lettres b, 6’, 6", sur 
les lettres c, c', c’, produit une permutation circulaire sur les lettres A, 
A’, A”, sur les lettres B, B’, B’, sur les lettres C, C’, C’. 

Enfin, on vérifie immédiatement que, dans les seconds membres 
des identités (2), les coefficients respectifs de x, y, z, c’est-a-dire 


ING hs IN ape IN oo! BiGes Bb == B’b" Ce+C'c'+ Cid 
’ ’ o) 
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sont égaux : leur valeur commune est 


(4) A =ab'c'— ab’e'+a'b"ce — a'bc’+ a’ bc'—a'b'e. 


Supposons que A ne soit pas nul, ce qui implique évidemment que 
les trois quantités A, A’, A” ou B, B’, B’, ou CG, C’, C” ne soient pas 
nulles a la fois : on voit qu’on est conduit, par des combinaisons 
linéaires des équations proposées, aux suivantes 


ae Acdk= AU d= ~ Ge INGE as BNO 
ie A ee Bere 
4 } Ba = Bid = BY a Bde= Bed == Badt 
») ee A ~~ Boa Be SS BO’ 
Ciel 5 (OG = Oa a Cal as Ca Se Cal!" 
ae oe A ~~ Heise Cloke an 


Il résulte du calcul méme que, si les équations (1) admettent une 
solution, cette solution ne peut étre autre que celle que donnent ces 
formules; mais le raisonnement du n° 132 s’applique ici et lon est 
certain que les valeurs trouvées pour 2, y, 3 vérifient les équations (1), 
et cela quels que soient les coefficients a, ..., ce’, pourvu que A ne 
soit pas nul. 

Ainsi, lorsque A n’est pas nul, les équations (1) admettent une 
solution, et une seule, que donnent les formules (5). 

Il convient de remarquer, relativement a ces formules, que les trois 
dénominateurs sont les mémes, et que les numérateurs se déduisent 
de A en y remplacant, pour chaque inconnue, les coefficients de cette 
inconnue par les termes constants : ainsi le numérateur de la fraction 
qui, lorsqu’on en a changé le signe, donne la valeur de x, s’obtient 
en remplacant, dans A, a, a’, a" par /, d', d"; cela résulte évidemment 
de la seconde forme de cette fraction et de ce que a, a’, a" ne figurent 
pas dans les expressions de A, A‘, A”. 


135. Regardons les quantités A, ..., C’, A comme deéfinies au 
moyen des données a, ..., c” par les formules (3) et (4) du numéro 


précédent, elles pourront étre regardées comme des polynomes ot 
a, ..., c" seraient les variables; A, ..., C’ sont alors des polynomes 
homogenes du second degré, A est un polynome homogene du troi- 
siéme degré : ces polynomes sont lés entre eux par des relations 
identiques trés remarquables : les premieres que je vais écrire se 
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trouvent avoir été démontrées par la facon méme dont on a été con- 
duit aux expressions de A, ..., C’, ou reproduisent une observation 
déja faite sur les trois formes que peut affecter le dénominateur 
commun A des valeurs trouvées pour 7, vy, 3 


Aa+A‘a’+A"a"= A, Ba-+ B'a'+ B"a"=o0, Ca+C'a’+C'a"=0 
(1) «A6+A'6'+ A" b"=0, Bb + B’b'’+ B’b"= A, Cb + C'b'+ "bb" =0 
Ac + A’c’+ A"c" =0, Be + B’c’+ B’c’=0, Ce+ Cd wC'd =A, 


A ces neuf identités, il convient d’en adjoindre neuf autres ana- 
logues, auxquelles on serait parvenu en suivant exactement la méme 
marche que plus haut, si, au lieu d’écrire les équations a résoudre 
sous la forme (1) du numéro précédent, on les avait écrites sous la 


forme 
axr+a'y+a"sz+a4=0. 


Sy 
8 
+ 
SS 
S 
| 
SS 
tt 
| 
oS 


Au reste, le lecteur n’aura aucune peine a les vérifier sur la défini- 
tion méme des polynomes A, ..., CG", A. 


| Aa+B6+Cc=A, A’a = B'6 + Cle = 0, A”a + B”b + C’c =0, 
(2) (¢ Aa’+Bb6'+Cc'=0 A’a’+ B'b'+ C'c'=A, A” a'+ B’b'+ C’c'=0, 
A Gp Be C= 0, Ne B’ (pine C'?’= fe) Ga Bb CC" c= Ac 

? 


Si ’on regarde pour un instant les deux égalités 


Ba Ba’ + B’ a’ = 0, 
Ga-- Gai Ca’ =o. 


comme des équations linéaires ot. B, B’, BY, C, C’, C’ seraient les 
coefficients et a, a’, a” les inconnues, on en conclut, d’aprés le 
~n° 133, que a, a’, a" doivent étre proportionnels aux quantités 
B/C’ — B’C’, B’C — BC’, BC’— B/C; il est aisé de constater que le 
facteur de proportionnalité est A: en effet, si l’on remplace, dans 
B'C’— BC’, par exemple, B’, C’, B’, C’ par leurs expressions au 
moyen de a, ..., c’, on reconnait de suite que, dans l’expression 
développée, les monomes oti a ne figure pas se détruisent, en sorte 
que @ se met en facteur dans les termes restants et l’on constate 


que B/C’ — B'C est égal a Aa. Crest la premiére des neuf identtés 
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qui suivent, les autres s’en déduisent par des permutations circulaires, 
lesquelles n’altérent pas rg 
(Bich BrC’=aa, CAT CTA’ = Ab, AB A'B= bo, 
Gy SOB G@ = B Cis Aa, CA —GA%==A6, TATRA Boa dee 
~ BiG — Br Gra", CeAY GAN Abe AC Bi sAGiBa— Nor 


? 


Le lecteur ne peut manquer d’étre frappé par l’analogie qu’il y a 
entre ces relations et celles qui définissent les polynomes A, ..., C’. 
Enfin, si ’on multiplie par A, A’, A” les identités qui figurent dans 
la premiére colonne du tableau précédent et que l’on ajoute membre 
a membre, on trouve, en tenant compte de la premiere des iden- 


utés (6) 
(4) A(B'C"— B’C’) + A’(B"C — BC") + A"(BC’— B'C) = A2. 


Le premier membre est formé au moyen des quantités A, ..., C! 


exactement comme A est formé au moyen des quantités a, ..., c". 
Il résulte des identités (8) que, si A est nul, en vertu des valeurs 
attribuées aa, ..., ce”, les éléments de une quelconque des lignes 


horizontales qui figurent dans le tableau 


N13 
Ne Baa Cid 
(AY B’” (GY 


sont proportionnels aux éléments correspondants qui figurent dans 
une autre ligne horizontale; de méme, pour les lignes verticales; plus 
particuli¢rement, en supposant toujours que A soit nul, si Pun des 
éléments du tableau précédent est nul, ou bien tous les éléments de 
la ligne horizontale qui contient cet élément, ou bien tous les élé- 
ments de la ligne vertcale qui le contient, sont nuls. 

Les diverses propriétés des polynomes A, ..., C”, A que l’on vient 
de développer appartiennent 4 une théorie dont on développera les 
éléments dans le Chapitre suivant; elles interviennent assez souvent 
pour qu'il soit utile dese familiariser avec elles, indépendamment du 
symbolisme propre a cette théorie. 


136. Je me bornerai a faire une application des identités (2) du 
numéro précédent a la question méme qui a été mon point de 
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départ, a savoir la résolution des équations X =o, Y=o, Z=o 
dans le cas ot A n’est pas nul. Récrivons les identités (2) (en 2, y, ) 
du n° 134 sous la forme 


Nes +t AVY + A”"Z = Av +P, 
(1) BX+ bB'Y+ B’Z=Ay+Q, 
ue eeG yest = ne oie 


en posant, pour abréger, 


P=Ad+A'd'+A"d’, 
Q=Bd+B'd'+B'd’, 
R = Cd C'd'+ C'd’. 


Les identités (1) montrent, comme je l’ai déja fait observer, que 
les équations X =o, Y=o, Z=o ne peuvent étre vérifiées si l’on 
ne prend pas 
R, 

A? 


> i 


si on ne veut pas faire appel au raisonnement du n° 132, il resterait 
a vérifier que ces valeurs de x, y, z satisfont aux équations X = 0, 
Y=o, Zo; on peut éviter cette vérification, d’ailleurs aisée, 
comme iI suit : 

Fn multipliant les égalités (10) respectivement par a, b, c, ou 
par a’, b', c’, ou par a”, 6", c", en les ajoutant et en tenant compte 
des relations (2), du numéro précédent, on trouve 


cee atte a ee oh ene ts 
(2) AY=a'(Ar+P)+ b'(Ay+Q)+c'(dz+ R), 
/ AZ=a'(Ar+ P)+ 6"(Ay+Q)+ c"(Az +R), 


ces égalités, o1, comme dans les égalités (1), X, Y, Z doivent étre 


remplacés par 
axz+by+es+d, ada+by+es+d, aa+bytcsz+d, 


sont, comme les égalités (1) d’ot elles ont été déduites, des identités 
en £, y¥, 3; elles montrent évidemment, sous la condition que A ne 
soit pas nul, que, si lon attribue a x, y, z les valeurs qui annulent 
Ag +P, Ay +Q, Az +R, les polynomes X, Y, Z sont certainement 


nuls. 
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En résumé, quand A n’est pas nul, le systeme 


== 0. Yeon Li = 10), 


et le systeme 
Av +P =o, Ay +Q=0, Az +R =o, 


sont équivalents. Plus particuliérement, quand A n’est pas nul le sys- 


teme 
acv+by+cezsz=0, 
aaet+by+e'z=0, 
aa + b"y+c"z=0, 

et le systeme x = 0, y= 0, 2=0 sont équivalents. 


137. Si les formules générales qui donnent, en fonction des coeffi- 
cients, les trois inconnues d’un systeme de trois équations du pre- 
mier degré, ou plus généralement les n inconnues d’un systéme de 
n €équations, conduisent, comme on vient de le voir et comme on le 
verra plus tard, a dintéressants développements théoriques, il est 
lrés souvent avantageux, lorsqu’on a a résoudre un systéme particu- 
lier d’équations, de le traiter directement, sans avoir recours a ces 
formules générales, et de profiter de la forme particuliére de ces équa- 
uions. 

Celles-ci peuvent présenter quelque symétrie dont on puisse tirer 
parti; on en a vu un exemple au n° 132; souvent, c’est une inconnue 
auxiliaire qu’on est amené a prendre. 

Si Pon a affaire, par exemple, au systeme 


on prendra pour inconnue auxiliaire la valeur ¢ commune aux trois 
rapports qui figurent dans les deux premieres équations, d’ot l’on 
tirera 

CIAL, V= Ot, <a— CC, 


et, en portant dans la derniére, on aura 


(Aa+B6+Cc)t=D, 
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en sorte que la solution des équations proposées sera 


a oe aD - a 6D a cD 
mega BbeaGa oS Nae Bou Ce’ may ye One 
en supposant que Aa + Bb + Ce soit différent de o. 

Considérons encore les équations 


Ax—a(ar+by+es+d)=P, 
By —$(arx+by+ez+d)=Q, 
Cz—y(ar+by+es+d)=R. 


On voit que, si lon connaissait la valeur de 
ax+by+czs-+d, 


on obtiendrait de suite les valeurs de xz, y, 3; on est donc amené a 
substituer au syst¢me précédent le systéme d’équations a quatre 
inconnues 
ax+by+es+d=u. 
Av—au=P, By —$8u=Q, Cz—yu=R; 


ou, en supposant A, B, C différents de o, 


_ au+P _ pu+Q yer R 
See Sek Ts Rak fe ee ee 
au+P bu+Q iat sae es 
ny om ig ose pe ee =U; 


la derniére équation détermine la valeur de w, en supposant toutefois 


que a + a 4 - 1 soit différent de 0; il ne reste plus qu’a sub- 


stituer cette valeur de w dans les expressions de x, y, . 

Lorsqu’on applique, soit partiellement, soit d’une facon réguliére, 
la méthode de substitution a un systeme d’équations données, il y a 
évidemment intérét 4 commencer la résolution par celle des inconnues 
qui fournira l’expression la plus simple au moyen des autres incon- 
nues, soit parce que cette expression conuendra moins d’inconnues, 
soit parce que les coefficients se trouvent étre des nombres entiers, 


ou pour toute autre raison analogue. 
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valent aux équations 


oe ay 


(a—b—s)x+(e—b)y=o, 
(ec—a)x+(b—a—s)y=o. 


On peut satisfaire a ces équations en prenant s quelconque et 7, y, 2 nuls, 
on en supposant 


CHAPITRE X. 


DETERMINANTS; EQUATIONS DU PREMIER DEGRE. 


$ 1. — DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES 
DES DETERMINANTS. 


139. Imaginons un carré, analogue a une table de multiplication, 
décomposé en n? petits carrés ou cases. Ces n? cases forment » files 
ou colonnes verticales : 1maginons que chaque ligne horizontale soit 
alfectée d’un numéro, et que ces numéros aillent en croissant quand 
on descend vers le bas du carré : les numéros seront, le plus souvent, 
les nombres 1, 2, ..., 2; dans tous les cas, la ligne du haut, celle qui 
est immédiatement en dessous, ..., la ligne du bas s’appelleront res- 
pectivement la premiere ligne horizontale, la seconde ligne, ..., 
la nie’ ligne. Imaginons de méme que chaque colonne verticale soit 
affectée d’un numéro et que ces numéros aillent en croissant quand 
on va de gauche a droite : ces numéros seront, le plus souvent, les 
nombres 1, 2, ..., 2; dans tous les cas la colonne de gauche, celle 
qui la suit, ..., la colonne de droite s’appelleront respectivement la 
premiére, la seconde, ..., la n'*"® colonne verticale. 

Chaque case est alors déterminée par deux numéros : le premier 
sera le numéro de la file horizontale, le second sera le numéro de la 
file verticale, qui contiennent cette case. Je désignerai souvent une 
case par ces deux numéros mis entre parenthéses; si, par exemple, 
on se sert des nombres 1, 2, 3,..., 2 pour numéroter les lignes et les 
colonnes, la case (2, 3) appartiendra a Ja seconde ligne et a la troisieme 
colonne; les cases (1, 1), (2, 2), «++, (7, @) seraient traversées toutes 
par la diagonale qui va du sommet en haut et a gauche au sommet en 
bas et a droite; on dit souvent qu’elles appartiennent a la dtagonale 


principale du carré. 
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nombres décimaux sans partie entiére : on sait, en effet, que l’er- 
reur (absolue) dont est entaché le quotient d’une division dont le 
diviseur est inexact est d’autant plus faible que ce diviseur est plus 
grand. : 
Afin de mieux faire comprendre tout ceci, je vais faire les calculs 
sur un exemple numérique, dans lequel les coefficients ont d’ailleurs 
été pris au hasard. 
Soit a résoudre les deux équations en 2, v 


Je suppose que les erreurs commises sur les coefficients soient 


: r x ; _ 2 : 
moindres que - —o0,). On tire de la premiere de ces équations 
5 ) i | 


3275 F425 
‘= axr—b a= — j= ¢ 
J ’ 8243” 243° 
puis, en substituant dans la seconde, 
B 
Aw => B. tf x. 
A = 6287 + 27244, B = 6232 + 27246. 


En appliquant au calcul de @ et de 6 la regle que l’on a rappelée 
dans la note précédente, on voit de suite que les erreurs dont seront 
entachés les résultats, par suite de l’inexactitude des termes des deux 
fractions, seront moindres respectivement que les nombres 


T 2 * I ne 
——(0,9 +0,4 * 0,9 0,5+0,5 
aa ? a4 ? ) ee ) ? )> 
, . I 5 
et, par conséquent, moindres que ——- En calculant les quotients 
J Y 8000 


, 4 1 
avec une erreur au plus égale a aaa Perreur finale, pour chacun des 
c O 
nombres cherchés, sera moindre que 


I if I 


ce) See a) 
8000 20000 5000 
on trouve ainsi 


E— 073079), b =0,9008. 
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Pour calculer A et B, on a a faire deux multiplications. Si on les 
faisait exactement, les erreurs sur les produits, provenant de l'inexac- 
utude des facteurs, seraient moindres que 

3000 3000 


- + 0,4 <0,5 - +0,5 
5000 on ae 5000 ne 


moindres, par conséquent, que 0,8 et 1,1. Il ne serait guére raison- 
nable, dans les produits, de chercher une approximation meilleure 


I x , 2 , 
que — = 0,09; on pourra, pour les évaluer, se servir dela méthode 
abrégée. En tenant compte de toutes les erreurs, on voit que A, B 
peuvent étre connus ainsi avec des erreurs moindres respectivement 


que 


On) 1 On0| 10,00) ==" 30, 


OD $5 Uh == OLOD = Ww 09), 


On trouve en procédant ainsi A = 7369,2, B = 8685,8. Si done 
on prend A= 7369, B= 8686, les erreurs seront moindres que 
1,35 + 0,2 et 1,65 + 0,2; elles seront moindres que 2. 


On aura ensuile a caleuler 7 = Verreur qui résulte de l’inexac- 


i; 
titude des valeurs précédentes de B et de A sera moindre que 


({ +1,2)< 0,00063. 
7000 


En caleulant le quotient de la division de 8686 par 7369 avec une 
erreur moindre que 0,00009 on trouve 1,1787 : si done on prend 
pour z la valeur 1,179, l’erreur sera moindre que 


0, 00063 + 0.00005 + 0,0003 < 0.001. 
Il reste, en adoptant cette valeur pour x, a calculer 
Y= 0539720 — 09008) 


dans le second membre, les coefficients sont connus avec une erreur 
. if . . . et) 
moindre que ,—; l’erreur totale, en supposant la multiplication faite 
9000 ‘ 


exactement, serait donc moindre que 


—— 1,2+0,001*0,4+ = = 0,0002 < 2,2 + 0,0004 = 0,00084. 
5000 5000 
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En caleulant le produit 0,3973 < 1,179 de maniére que lerreur, 
sur ce produit, soit au plus égale 4 0,00005, on trouve 0,4684, dou, 
pour y, une valeur — 0,4324 approchée avec une erreur moindre 
que 0,0009; si lon prend y=— 0,432 lerreur sera strement 
moindre que 0, 0013. 

En substituant a la place de .r, y dans les premiers membres des 
équations proposées les valeurs 1,179 et 0,432 on trouve (approxi- 
mativement) 2,8 et 3,5 : ces nombres sont petits par rapport aux 
coefficients et le résultat est satisfaisant. 

Les calculs ont été dirigés de maniére, d’une part, a éviter emplo1 
de trop de chiffres, d’autre part, a urer des données, je ne dis pas 
tout le parti possible, au point de vue de l’approximation des résul- 
tats, mais au moins un bon parti. Il y a évidemment quelque arbi- 
traire dans la facon dont l’on peut apprécier ces deux avantages. On 
aurait pu, en poussant plus loin les opérations, ayoir une approxi- 
mation légérement meilleure; on aurait pu faire les calculs plus gros- 
sierement en se contentant d’une approximation moindre. 

Dans la pratique, les calculs de cette sorte se feront le plus souvent 
en s’aidant soit d’une table de logarithmes, soit d’une régle a calcul. 
Si Pon se sert d’une table et qu’on veuille une bonne approximation, 
il sera naturel de faire les calculs avec un peu plus de précision quil 
n’est nécessaire. L’emploi d’une table a cing décimales serait, pour 
exemple précédent, assez raisonnable, mais non d’une table a sept 
décimales. Les calculs faits au moyen d’une table de logarithmes et 
dantilogarithmes a quatre décimales, dont on connait la grande com- 
modité, sont indiqués ci-dessous; on constate que le résultat est satis- 


faisant. 
loga = 3,5154 — 3,9161 =1,5993, 
logb = 3,8707 — 3.9161 =1,9546; 
log(2724@) = 3,4352 +1,5993 = 3,0345, 
log (2724 6) = 3,4352 +1 ,9546 = 3, 3898; 
Ne ONG) = Ai A = 1083 + 6287 = 7370, 
29946 = 2454, B = 2454 + 6232 = 8686; 
logB = 3,9388, logz = logB —logA = 0,0713, 
logA = 3,8675, LTO; 
log(ax)=1,5993 +0,0713 =1,6706, axz= 4,4684, y=ax—b=0,4323. 


Revenons au calcul comme on l’a fait tout d’abord, de maniére a 
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obtenir une limite certaine de Verreur commise sur les résultats, 
quand on connait une limite de |’erreur commise sur les données ; 
cette derniére limite, dans l’exemple traité, est voisine de 0,001 : il 
ne faut pas croire qu’on obtienne toujours d’aussi bons résultats quand 
onrésout des équations du premier degré dont les coefficients ne sont 
connus qu’approximativement. Conservons les mémes notations que 


plus haut, 


B 
oNaNK y=anr—b, 


pour les deux équations auxquelles on est amené en cherchant a ré- 
soudre un systéme de deux équations a deux inconnues : s’il arrivait 
que le nombre calculé pour A fit du méme ordre de peiitesse que 
erreur possible, il n’y aurait 4 peu prés rien a tirer du résultat, 
puisque o se trouverait étre une valeur possible de A; les équations 
pourraient étre impossibles, ou, si B était aussi du méme ordre de 
petitesse que A, indéterminées. Dans tous les cas, la petitesse du 
nombre trouvé pour A doit éveiller l’attention : elle introduit, d’ordi- 
naire, une incertitude notable dans les résultats. 

Il est & peine utile de dire que, si l’on a traité un exemple relatif 
a deux équations, la méthode s’applique a la résolution numérique 
d’un systéme de n équations 4 n inconnues; en procédant d’une fagon 
analogue a celle que j’ai indiquée, on sait, 4 chaque pas, sur quelle 
approximation on peut compter. 


EXERCICES. 


129. Résoudre les systemes 


GU+y+2(s6+u)=1, 
ieee 


LE { 
VY = 22, 
YHSH. 
a(ew+tu)+b(y+s)=c, 
I a(v+u)+b(s+er)=C', 


Gesu) Eo a Hy) =e’, 


rt+y+s+ud. 
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130. Résoudre le systéme 


L+y +2 a, 
: 


LTraytws=b 


eU+eytas=c, 


ot a,b, ¢ désignent des nombres réels ou imaginaires donnés et ot l’on sup- 
=e ty 3 


Dy 


pose 4= 


131. Résoudre le systéme 


ax+by+cz=0, 


aao+by+cs=0, 


pe eye ge ING 
132. Le systeme 
qg2—rTy =a, 
r“z—ps=b, 
ee Li are 


admet-il des solutions ? 


133, Résoudre le systéme 


CEI Ue SOR 

ra—pz=b+t, 

PY—GL=c+F, 
ax+by+tcesz+d=o. 


134. Résoudre le systéme 


) 
LAY 4 a2 a> — 0, 
e+ by + b*z+ 6=0, 
TP A= OF a> O21P a= CF = O- 


135. Si lon regarde 7, y, 3 comme une solution de ce dernier systéme, le 


polynome fen ¢, @+ ¢#2+ ty + @ admet les racines a, b,c. 
De Videntité 


B--2+ty +r =(t—a)(t— b)(t—c), 


on tire les valeurs de z, y, z en égalant dans les deux membres les coeffi- 
cients des termes en ¢?, en ¢ et le terme constant. 
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136. Résoudre le systéme 


ae y Zz 
= + I[=0, 
NRG: Xb A+e 
wo y i 
= t —1=0, 
Baas aD ae 
xv y B 
ee [= 0. 
va v+b v+C¢ 


En regardant «, vy, 3 comme une solution de ce systéme, on reconnait que la 
fraction rationnelle en ¢ 


ax y E 
Fong. Gata o (ease 


doit s’annuler pour ¢= A, f= yp, ¢ =v: on en conclut lidentité 


r Vy BZ (t= 4) (t=) es), 
t+a ¢t+6 tte (t+a)(t+b)(¢+c)’ 


en décomposant le second membre en fractions simples et en identifiant avec 
le premier membre, on trouve les expressions de x, y, 3. 


137. Dans les neuf égalités (3) du n” 134, on regarde les neuf nombres A, B, C, 
A’, B’,C’, A”, B”,C” comme des données, et les neuf quantités a.b,c, a’,b',c’, 
a’,b’,c" comme des inconnues. Résoudre ces équations; le probléme n’admet, 
en général, que deux solutions. 


138. Résoudre par rapport a x, y, 2 les trois équations 


(1) 


I 
ih, es ie enee 
eo, =X, = Oy =X, 


wile 


ee. a OL AS STVees rtielles > TAT ; 1 
ou 9/,, o, 94 désignent les dérivées partielles par rapport az, y, 3 du poly 
nome homogene et du second degré 


O(2,v,%)=ax?+a' y+ a’ s+ 2byz+ 26's +2 b' xy. 


Si on pose 
heda@ih, B= ab, 
A’ = a’a—B", B' = b"b—a'U, 
A"= aa’ — 6", BY 00 a0 


A= aa’ a" + 2bb'b" — ab?— a ba’ b",; 


et si l’on désigne par ®(X, Y, Z) le polynome en X, Y, Z 


A X2-- A'Y2+ A’Z?+ 9 BYZ + 2B'ZX + 2 B’XY, 
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on tire des équations (1), dans le cas ot A n’est pas nul, 


‘ : 
[NG Px, My = — Py, [beg == 


ag 2, 2 


P7. 


Sous la méme supposition (A différent de 0), montrer que, si l’on regarde 
X, Y, Z comme représentant les premiers membres des équations (1), on a 
identiquement 


Ag (2, 7,2) = ®(K,Y, Z). 


139. En conservant les notations de l’exercice précédent, on a identiquement 
CIN AN O00 Oe 


AG AAS ps Ab = B'B"— AB, 
Ag = AOA Bey OA SBD ACR 
Agia N AS BOY PAO. BB ae Ae 
APRA AES BB R= AB? — AB? =A" Be 
A= Aa-+ B"d'+B'd' = B’b"+ A'a’ + Bb = B'b'+ BS + A’ a’, 
o = Ab" +=B"a + Bb = Ab! + B'S + B'a’, 
o = Ba + A’b"+ Bb! = B'O’+ A'S + Ba’, 
o= Bia BS? + A'b"— Bb Ba’ Arb. 


Toutes ces identités sont contenues, comme cas particulier, dans celles 
qu’on a démontrées aux n® 134 et 135. 


Montrer que si a, a’, a", b, b', b” sont des nombres réels et si A est nul, les 
quantités A, A’, A” sont de méme signe et que les égalités 


Ay=10; A+ A’+ A"=0 
entrainent 


IN ==) IN = ©, [NY =e" Gy, = Oe 153) = (0, B’ = 0. 
Résoudre par rapport a a, a’, a", 6, b', b" les équations 


A = i — b?, B = bebo = ab, 
A’ =a"a — 6”, Bi = 6b —a'b’" 
A’= aa’ ae 5”, B’” — bb' apes Bie 


ou l’on regarde A, A’, A”, B, B’, BY comme des données. 


140. En désignant par @, @2,..., @n, 61, b2,..., b» des nombres donnés 
dont les n premiers sont différents de 0, on propose de trouver la solution la 
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plus générale des n équations an +1 inconnues 2%, %1, %2,-.-, Xp 
Lp = ApLyp1+ b, 


(ou 7 prend les valeurs 1, 2,...7). 


Aprés avoir observé que cette solution, si 0), b3,..., 6, étaient nuls, serait 
donnée par la formule 


LE OTN CIS 6 ry OF MOI CZF OA Boy 
ou Zp reste arbitraire, on changera d’inconnue en posant 
Tio OINCI SG aco Cpa an CF Silly ovo lil 
Les €quations proposées prennent alors la forme 


st ( ) 
S276 — = P=T1,2,... 7 
Se soe Gianna ae ; 


dot l’on déduit sans peine 


Deen Ps bp 
WSs wd re a —————— 
ay aa, A, Az... Ap 


3 
la solution la plus générale des équations proposées est donnée par la formule 


by by b,. 
Lp A,aq.-.ap\| LVyt --— + ieeteteet 0 
a, a,a2z A,a_...a, 


441. Trouver toutes les valeurs de x, v, s,s qui vérifient les trois équations 


ar+cy+bz=sz, 
cx +by+az=sy, 


brt+ay+es=seZ 


ou Von suppose qu’aucun des coefficients a, 6, ¢ n’est nul. En ajoutant ces trois 
équations on trouve 


(a+b+e—s)(x#+y+4)=0; 


il faut done que l’on ait soits=a+6+ ¢, soitr+y+s=o0. 
yi I I Sans ; 
Dans le premier cas, si — + ie cae n’est pas nul, on satisfait aux équations 
a G 
_ ii I I oe 
en prenant = y= 2; 81> + 7 + = est nul, on peut prendre arbitrairement 
a c 
deux des inconnues 2, y, z. 
Si l’on suppose s différent de a + 6 +e, les trois équations proposées équi- 
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valent aux équations 


s=—2—Y, 


(a—b—s)x+(e—b)y=o0, 


(ec—a)au+(b—a—s)y=o0. 


On peut satisfaire 4 ces équations en prenant s quelconque et x, y, 2 nuls, 
on en supposant 


CHAPITRE X. 


DETERMINANTS; EQUATIONS DU PREMIER DEGRE. 


§ 14. — DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES 
DES DETERMINANTS. 


139. Imaginons un carré, analogue a une table de multiplication, 
décomposé en n? petits carrés ou cases. Ces n? cases forment » files 
ou colonnes verticales : imaginons que chaque ligne horizontale soit 
affectée d’un numéro, et que ces numéros aillent en croissant quand 
on descend vers le bas du carré : les numéros seront, le plus souvent, 
les nombres 1, 2, ..., 2; dans tous les cas, la ligne du haut, celle qui 
est immédiatement en dessous, ..., la ligne du bas s’appelleront res- 
pectivement la premiére ligne horizontale, la seconde ligne, ..., 
la nem’ ligne. Imaginons de méme que chaque colonne verticale soit 
affectée d’un numéro et que ces numéros aillent en croissant quand 
on va de gauche a droite : ces numéros seront, le plus souvent, les 
nombres 1, 2, ..., 2; dans tous les cas la colonne de gauche, celle 
qui ja suit, ..., la colonne de droite s’appelleront respectivement la 
premicre, la seconde, ..., la n'*"® colonne verticale. 

Chaque case est alors déterminée par deux numéros : le premier 
sera le numéro de la file horizontale, le second sera le numéro de la 
file verticale, qui contiennent cette case. Je désignerai souvent une 
case par ces deux numéros mis entre parenthéses; si, par exemple, 
on se sert des nombres 1, 2, 3,..., 2 pour numéroter les lignes et les 
colonnes, la case (2, 3) appartiendra a la seconde ligne et a la troisieme 
colonne; les cases (1, 1), (2, 2), «+, (7, m) seraient traversées toutes 
par la diagonale qui va du sommet en haut et a gauche au sommet en 
bas et a droite; on dit souvent qu’elles appartiennent a la diagonale 


principale du carré. 
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Imaginons maintenant que, dans chaque case, soit placé un 
nombre : on a ainsi un tableau formé de n? nombres, distribués dans 
le grand carré. On va apprendre a déduire de ces n? nombres un 
autre nombre qui dépendra de leurs valeurs et de la place qu'il occu- 
pera : ce sera le délerminant des n? nombres. 

Ces n? nombres, ou quelques-uns d’entre eux, pourront étre repré- 
sentés par des lettres : la loi de formation du déterminant, que lon 
va décrire, est indépendante de valeurs numériques attribuées a ces 
lettres; si J’on regarde les n? éléments (') du déterminant comme des 
variables distinctes, l’expression qu'on va apprendre a former sera un 
polynome du premier degré par rapport a chacune des variables, un 
polynome homogéne et du ne degré par rapport a Vensemble 
des n? variables. 

Un déterminant formé au moyen de n? éléments rangés, comme on 
vient de lexpliquer, dans n lignes et n colonnes, est dit du 
em ordre, 

[l est la somme de termes formés comme on va le dire. 

Chaque terme est le produit, tel quel ou changé de signe, de n élé- 
ments pris respectivement dans n cases différentes du carré, deux de 
ces cases ne devant jamais appartenir ni a la méme ligne horizontale 
ni a la méme colonne verticale. Pour obtenir un systéme de cases qui 
salisfassent aux conditions que je viens de dire et qui, ainsi, ren- 
ferment les facteurs d’un terme du déterminant, on peut procéder 
comme il suit : On choisit tout d’abord arbitrairement une premiére 
case; les autres cases ne devront plus jamais étre prises ni dans la 
ligne ni dans la colonne qui contenaient cette premiere case ; sauf cette 
restriction, le choix de la seconde case est arbitraire ; les cases suivantes 
ne devront plus étre prises ni dans la ligne ni dans la colonne qui conte- 
naient cette seconde case; sauf les restrictions imposées ainsi par le 
choix des deux premiéres cases, le choix de la troisiéme est arbi- 
traire, etc. Il est clair d’aprés cela que parmi les n cases d’ou sortent 
les éléments qui sont les facteurs d’un terme, il y en a une, et une 
seule, qui appartient a la premiere ligne, une, et une seule, qui 
apparuuent a la seconde ligne, ...; il y en a de méme une, et une 
seule, qui appartient a telle colonne verticale que l’on veut. 


(1) Jemploie a dessein ce mot vague, qui peut désigner aussi bien un nombre, 
une lettre, une variable, une fonction. 
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Autrement dit, si les cases ott sont pris les n facteurs sont respec- 
tivement déterminées par les n couples de numéros 


(%4, B,), (2%, Bo), LISI | (2n5 Bn), 


la premiere lettre de chaque couple « étant réservée aux numéros des 
lignes, et la seconde aux numéros des colonnes, les numéros %,, 
%o, ++ , %, doivent étre tous distincts et coincider, abstraction faite 
de leur ordre, avec Pensemble des numéros des lignes horizontales, 
en sorte que la suite 4, #2, ..., %, Constitue un arrangement (nan) 
de ces numéros; de méme les nombres (,, 62, ..., 8, ne sont autre 
chose, dans leur ensemble, que les numéros des colonnes verticales ; 
la suite 6,, 82, ..., 8, est un arrangement (7 a7) de ces numéros. 

Ceci posé, le produit considéré, tel quel, est un terme du détermi- 
Haliveowesedeus atrancements O),6%3, - 4 nel By, Ooyeney ton 
appartiennent a la méme classe (n° 125); si ces deux arrangements 
appartiennent a des classes différentes, c’est ce produit multiplé 
par —1 qui constitue un terme du déterminant. Il revient au 
méme de dire que, dans tous les cas, le produit considéré doit étre 
multiplié par (—1)@*+?, en désignant par a le nombre des inversions 
contenues dans l’arrangement a,, #2, ..., 2, et par & le nombre des 
inversions contenues dans l’arrangement 6,, 62, ..., 3. J’appellerai 
ce nombre (— 1)? le coefficient du terme considéré. 

Le produit des éléments contenus dans les cases 


(ins Bi), (42, be), OF} (Zn; Bn) 


ne dépend évidemment pas de l’ordre dans lequel se succédent ces 
cases ou les facteurs du produit; il en est de méme du coeffi- 
cient (—1)¢*? dont ce produit doit étre aflecté. 

Si, en effet, on transpose deux facteurs, on transpose par la méme, 
dans Varrangement %,, %2, ..., %, les deux numéros des lignes hori- 
zontales qui contiennent ces deux facteurs, et dans l’arrangement (3,, 
Go, -.-, %, les deux numéros des colonnes verticales qui contiennent 
ces deux facteurs : chaque arrangement change de classe; les deux 
arrangements, s‘ils étaient de méme classe, restent de méme classe ; ils 
restent de classes différentes s’ils étaient de classes différentes. Or, 
on peut, par de pareilles transpositions, amener tel facteur qu’on 
veut a la place qu’on veut, 
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On voit aussi qu’un terme du déterminant n’est nullement changé 
si, en laissant chaque élément a sa place, on modifie les numéros des 
lignes ou des colonnes, pourvu qu’on observe la régle relative a la 
facon dont ces numéros doivent croitre : une telle modification, en 
effet, ne change point les nombres d’inversions contenues dans I’ar- 
PAM CEMENL Gyr C5, Hog CpeOl Pughes,, sass On. 

Le déterminant est la somme de tous les termes distincts que l’on 
peut former d’aprés la regle précédente. 

Sont regardés comme distncts deux termes tels que tous les fac- 
teurs du premier ne proviennent pas des mémes cases que tous les 
facteurs du second. Si tous les facteurs d’un terme proviennent des 
mémes cases que les facteurs d’un autre terme, les deux termes sont 
regardés comme identiques, lors méme que Vordre des facteurs dif- 
fere : l'un d’eux seulement doit figurer dans le déterminant. 

Le carré, avec ces n? cases dont chacune contient un élément du 
déterminant, sert a représenter celui-ci. Toutefois, on se dispense 
de figurer les lignes horizontales et verticales qui délimiteraient les 
n? cases : on ne conserve que les deux barres verticales qui limitent 
le carré a droite et a gauche. La place des cases, dont rien n’em- 
péche de continuer a parler comme si elles existaient réellement, est 
suffisamment déterminée par la place qu’occupent les éléments. Par 


exemple, les symboles 


a’ b " C " | 


sont des déterminants du second et du troisiéme ordre. Pour en ob- 
tenir le développement, d’apres la régle précédente, je supposerai que 
les lignes et les colonnes soient numérotées au moyen des nombres 1, 
2 pour le premier, au moyen des nombres 1, 2, 3 pour le second. 
Considérons d’abord le premier : Un terme du développement doit 
contenir deux facteurs dont lun appartient a la premiére ligne, 
Vautre a la seconde, dont l'un apparent ala premiére colonne, l’autre 
a la seconde. L’élément 3 placé dans la case (1, 1) ne peut étre associé, 
pour former un terme du déterminant, qu’a élément — » placé dans 
la case (2, 2); le coefficient de ce terme est 1, puisque les arrange- 
ments formés respectivement par les premiers numéros des deux 
couples (1, 1), (2, 2) et par les deux seconds numéros de ces mémes 
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couples, ne comportent pas d’inversions; l’élément 4 placé dans la 
case (2, 1) ne peut étre associé qu’avec |’élément 7 placé dans la 


case (1, 2); le coefficient du produit est —1, puisque les deux 
arrangements 2, 1 et 1, 2 comportent en toul une inversion. La va- 
leur du déterminant est 3 <(— 2) — 7 >< 4 =— 34. La valeur d’un 


déterminant du second ordre est la dilférence entre le produit des élé- 
ments de la diagonale principale et le produit des deux autres élé- 
ments. 

Considérons de méme le second déterminant : élément a de la 
case (1, 1) ne peut étre associé qu’avec des éléments appartenant l'un 
a la seconde ligne, l'autre a la troisiéme ligne, l'un a la seconde 
colonne, l'autre a la troisiéme; c’est-a-dire ou avec les éléments 6’, c! 
appartenant aux Cases (2, 2), (3, 3), ou avec les éléments 6", c! appar- 
tenant aux cases (3, 2), (2, 3); le produit ab’c” formé avec les élé- 
ments appartenant aux cases (1, 1), (2, 2), (3, 3) doit étre affecté du 
coefficient 1; le produit ab"c' formé avec les éléments appartenant 
aux cases (1,1), (3, 2), (2, 3) doit étre affecté du coefficient — 1, 
puisque les arrangements. 1, Bs eae a comportent en tout une 
inversion : les autres termes du déterminant doivent contenir soit 
Pélément a’, soit élément a’. L’élément a’ ne peut étre associé 
qu’avec les éléments 6 et c’ ou les éléments 6" et c; le produit abe" 
formé d’éléments appartenant aux cases (2, 1), (3, 2), (3, 3) doit étre 
affecté du coefficient —1; le produit a’ b"c doit étre affecté du coet- 
ficient +13; enfin l’élément a’ ne peut étre associé qu’avec les élé- 
ments 6 et c’, ou b! et c; les produits a’bc' et a’b'c doivent étre 
affectés des coefficients 1 et —13; le déterminant est 


GQUEG ADC "06 2 OCG OC 0 Ce 


c’est Pexpression déja étudiée au n° 135. 


140. Revenons au cas général, a un déterminant du n'*”¢ ordre; je 
suppose que les lignes horizontales et les colonnes verticales soient 
numérotées au moyen des nombres 1, 2,..., 7. Considérons un terme 
quelconque du déterminant. Puisqu’on peut ranger comme on veut 
les facteurs de ce terme, on peut s'arranger pour que les premiers 
numéros, tous distincts, des cases qui contiennent ces facteurs se suc- 
cédent dans un ordre déterminé, par exemple, dans l’ordre 1, 2, ..., 
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n; les couples de numéros dont sont affectées les cases, rangées 
comme le sont les facteurs qu’elles contiennent, seront alors (1, 3;). 
(2, Bo); «++, (7-67) em désignant pars®,, Bs, .-:, Sz les numeros F, 
2,..., mrangés dans un certain ordre, ou, si l’on veut, un arrange- 
ment (7 a n) de ces numéros. Suivant que cet arrangement con- 
liendra un nombre pair ou impair d’inversions, le produit des fac- 
teurs contenus dans les cases devra étre affecté du coefficient 1 ou du 
coefficient — 1. Supposons que dans chaque terme du déterminant, 
les facteurs soient ainsi rangés. 

A chaque arrangement 8,, 8:,..., B, (m a n) des n numéros 1, 
Dy) 24-4 7 correspondra um systeme.de: casese(1,.84)), (uno), ames 
(n, 8,), un terme du déterminant; a deux arrangements distincts 
correspondront deux termes distincts; il y a autant de termes que 
arrangements, c’est-a-dire 1.2...2.Comme ily a autant d’arran- 
eements de premiére classe que d’arrangements de seconde classe, 11 
y a autant de termes affectés du coefficient 1 que de termes aflectés 
du coefficient —1. 

Le terme dont les facteurs sont contenus dans les cases (1, 1), 
(2,2), ..., (m,n), que l’on appelle souvent terme principal du 
déterminant, a pour coefficient 1. 


Si l’on considére deux systemes de cases 


(Geers (s Be), CAO) (n, bn )s 
Kiba) (2% chee CPO) (n, Bh) 


rangées comme on l’a expliqué, les termes correspondants du détermi- 
nant auront le méme coefficient, ou des coefficients symétriques, sui- 
vant que les deux arrangements (7 4 7) B,, Bo, ..., By et Bi, B,,---, 8, 
seront, ou non, de mémes classes ou de classes différentes, ou, si on 
veut (n° 124, 125), suivant que l’on peut passer de l’un a l'autre par 
un nombre pair, ou un nombre impair de transpositions. Cette 
remarque est souvent commode pour reconnaitre le coefficient d’un 
terme en le comparant a un autre terme, de coefficient connu, en par- 
ticulier au terme principal. 

Au heu de ranger les facteurs d’un terme de maniére que les 
premiers numéros des cases qui contiennent ces facteurs forment la 
suite 1, 2, ..., 7”, on peut les ranger de maniére que ce soient les 
seconds numéros qui forment cette méme suite; les couples de 
numéros, dont sont affectées les cases, rangées comme le sont les 
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facteurs qu’elles contiennent, sont alors (a, 1), (42,2), -++, (4p, 7), 
en désignant par 4, %, ..., 4, um arrangement (7 a7) des nombres 
I, 2, g--, 2. On pourrait répéter, sur cette seconde facon de ranger 
les facteurs de chaque terme de déterminant, ce que l’on a dit sur le 
premier mode. 


141. Etant donné un déterminant, on peut en déduire un second 
déterminant en remplagant l’élément situé dans une case quelconque 
par l’élément situé dans la case symétrique par rapport a la diagonale 

rincipale, ou, comme on dit d’une facon un peu bréve, en échan- 
P Bercy OU, y P ) 
geant les lignes et les colonnes : on entend par la qu’on remplace les 
éléments de la p*™® ligne par les éléments de la p'*™® colonne et réci- 
proquement. Bien entendu, aprés le changement, les éléments d’une 
ligne se trouvent rangés dans Vordre quwils occupaient dans la 
colonne, etc. 

Il est a peine utile de faire remarquer que, dans les deux détermi- 

I ) 
nants, les éléments de la diagonale sont les mémes. 
Les deux déterminants, une fois développés, sont identiques terme 
) | ; [ 
a terme. Je suppose en effet que, dans les deux déterminants, les 
lignes et les colonnes soient numérotées au moyen des nombres 1 
co) ’ 
2, ..., n. L’élément qui, dans le premier déterminant, appartenait a 
) ) ful, I ) 
la a’™ ligne et a la 6B" colonne, appartiendra, dans le second, a la 
Bieme ligne et ala a'*™* colonne; si l’on considére un terme du premier 
déterminant dont les facteurs figurent dans les cases (a,, 6, ) 
So) yes 
(a, Ba), ---5 (4n, Be) du premier déterminant, ces mémes facteurs 


figureront dans les cases (8,,4,), (82, 2), ---, (Br, %) du second 
déterminant; ils fourniront, dans les deux développements, deux 
termes identiques, alfectés du méme coefficient (— 1)¢*¢ = (— 1)ot¢; 
a chaque terme d’un déterminant correspond un terme identique de 
autre déterminant. Les deux développements sont identiques terme 
a terme. 

On désigne sous le nom de déterminant symétrique un détermi- 
nant dans lequel'les éléments placés symétriquement par rapport a la 
diagonale principale [les éléments placés dans les cases (4, 3), (8, %)| 
sont égaux : tel est le déterminant 


| I 


= 


or _ 
“ 
w HD or 
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Pour un pareil déterminant, le théoreme précédent n’apprend évi- 
demment rien. L’aspect de ce déterminant n’est pas changé quand 
on y échange les lignes et les colonnes. 

On désigne sous le nom de déterminant symétrique gauche, un 
déterminant dans lequel les éléments de la diagonale principale sont 
nuls et dans lequel, de deux éléments placés symétriquement par 
rapport a la diagonale, lun se déduit de l'autre en le multipliant 
par —1; tel est le déterminant 


o —rTr q 
7 o —p 
—gq P oO 


Le théoreme précédent montre qu’un déterminant symétrique 
gauche ne change pas quand on en multiplie tous les éléments par — 1. 
Cela revient en effet, pour un tel déterminant, a échanger les lignes 


et les colonnes. 


142. Lorsque, dans un déterminant quelconque, on remplace les 
éléments qui figurent dans une ligne par les éléments correspon- 
dants (‘) d’une autre ligne, et, réciproquement, les éléments de cette 
autre ligne par ceux qui occupaient la place qu’on vient de leur 
attribuer, on forme un nouveau déterminant qui est égal au premier 
changé de signe. 

Je vais montrer, en effet, que chaque terme de l’un des détermi- 
nants est identique a un terme de l’autre, changé de signe. 

Supposons que les lignes et les colonnes soient numérotées au 
moyen des nombres 1, 2, ..., m et qu’on échange entre elles, au 
sens qu’on vient de dire, la «')m* ligne et la Co ligne. 

Considérons un terme quelconque du déterminant proposé, dont 


les facteurs appartiennent aux Cases 


(a1, 81), (a2, B2), OM} (ap, Bp), OO) (aq, B.), a) (Gn, aD) 


(1) En disant de deux éléments appartenant a deux lignes distinctes qu’ils sont 
correspondants, j’entends qu’ils appartiennent a la méme colonne; de méme, deux 
éléments correspondants de deux colonnes différentes appartiennent a une méme 
ligne. 
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ces mémes éléments, dans le second déterminant, figureront dans 


les cases 


(a4, B1), (4, Be), eee) (ag; Cay taey (ap, Bg), oreiely (ap, Bn); 


ils seront encore les facteurs d’un terme du second déterminant, 
puisque les numéros a, %, -.-, % sont distincts, ainsi que les 
numéros §,, 62, ..., 82; mais le coefficient de ce terme, dans le 
second déterminant, ne sera pas le méme que dans le premier; en 
effet, arrangement (n an) formé par les seconds numéros est le 
méme, soit pour le premier déterminant, soit pour le second; mais 
lesmuletxeatrane CMeDIS Cys Coy «2-5 Ap, swvs, Lge voy Cpetiais aa, 
Gg, + +=) py +++) % N’appartiennent pas a la méme classe (n° 124). 
On énonce briévement ce théoréme en disant qu’on multiple un 


déterminant par —1 quand on échange entre elles deux lignes ou 
deux colonnes. 


on) 


Il en résulte qu’un déterminant est nul lorsque les éléments qui 
figurent dans une ligne sont respectivement égaux aux éléments cor- 
respondants d’une autre ligne, ou, comme l’on dit, lorsqu’il a deux 
lignes identiques. 

Si l’on considére, par exemple, le déterminant 


a b e¢ 
o © le 
a” b" ou 


la valeur numérique de ce déterminant doit, quelles que soient les 
valeurs numériques attribuées aux lettres a, 6, c, a’, b", c’, étre mul- 
upliée par —1 quand on échange entre elles deux hgnes quelconques ; 
mais, si l’on échange entre elles les deux premieres lignes, qui sont 
idenuques, cette valeur numérique ne peut évidemment étre changée ; 
or, un nombre égal a son symétrique est nul; le déterminant proposé 
est done nul quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres a, b, ¢, 
a’, b", c’ : il est identiquement nul; tous les termes de son dévelop- 
pement doivent se détruire. 

Au reste, on voit tres bien comment les termes se détruisent. 
D’une part, le déterminant proposé et le déterminant qu’on en déduit 
en échangeant les deux premiéres lignes conduisent évidemment au 
méme développement; d’autre part, en vertu de ce qu’on vient de dire, 
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chaque terme du second développement se déduit d’un terme du 
premier en changeant de signe son coefficient, c’est-a-dire qu’a 
chaque terme du déterminant proposé correspond un terme qui le 
détruit. 

Le raisonnement est évidemment général; la vérification, pour 
lexemple cité, est immédiate sur les formules du n° 135. 


143. Considérons un déterminant A, d’ordre 7, dont les lignes et 
les colonnes soient numérotées au moyen des nombres 1, 2, ..., 23 
et regardons tous les éléments comme distincts; un élément de ce 
déterminant entre comme facteur dans plusieurs termes; il n’y entre 
Wailleurs{qu’une fois, en sorte que, sil’on regarde cet élément comme 
une variable et qu’on le désigne pour un instant par x, le détermi- 
nant sera du premier degré en 7, et pourra se mettre, en lordonnant 
par rapport a x, sous la forme Aw +.B. 

On appelle mzneur dun déterminant, relauf a un élément de ce 
déterminant, le coefficient de cet élément dans le développement du 
déterminant, ordonné par rapport a ce méme élément. 

Dans la notation précédente, A est le mineur relatif a Pélément z. 
Je vais donner une regle pour le calculer. 

Considérons les termes du développement qui contiennent en fac- 
teur Pélément dont on cherche le mineur, et supposons qu’on ait, 
dans tous ces termes, placé en téte l’élément considéré. Les facteurs 
qui entrent dans un de ces termes apparuiendront aux cases 


(%1, G1), (2, Ge), aay (2% Br), 


et, en vertu de l’hypothése qu’on vient de faire, la case (a,, 8,) sera 
la méme pour tous les termes considérés. 

Les numéros #, %3, ..-, %, sont, dans leur ensemble, les nombres 
i,24-.., 7%, d ou Vena retire a," les!numeros 65, 02.00, 09 Sontade 
méme, les nombres t, 2, ..., n, dot l’on a retiré 8,. Soient, comme 
plus haut, @ et 6 les nombres respectifs d’inversions contenues dans 
lestarrangements’2,; @5,..4., Ge €l 61,09, -3, On; SOleMLIa elo les 
nombres respectifs d’inversions contenues dans les arrangements @:, 
Gg, ++2) Ge et Bo, Bs,..., Br; on aa@=a’+a,—1,b6=6'4 B,—1 
(n° 125). Le coefficient du terme considéré est 


(— 1)4+o = (—) )a+Bs « (—1)e4 8’, 
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Le produit par (— 1)@’*” des éléments contenus dans les cases 
(a, Bo), (43, B3), Soe eeean.s Bn) 


est un terme du déterminant A’, d’ordre n —1, qui se déduit du 
déterminant A en supprimant la ligne de rang «, et la colonne de 
rang (,. Il suffit, pour s’en convaincre, de se reporter a la définition 
générale en supposant que, dans le déterminant du (m —1)*"° ordre, les 
lignes et les colonnes conservent chacune le méme numéro d’ordre 
qu’elles avaient dans le déterminant primitif. Cette méme définition 
montre que, en prenant dans le développement de A tous les termes 
qui contiennent en facteur élément de la case (#,, 8,), on obtient, 
de la fagon qu’on vient de dire, tous les termes de A’. Le coefficient 
de l’élément de la case (4,, 8,), dans le développement de A, est donc 


(— ] +B, IN 


Ainsi, le mineur d’un déterminant relatif a un élément quelconque 
s’obtient en multipliant par une puissance de —1 dont l’exposant est 
lasomme des numéros d’ordre respectifs de la ligne et de la colonne 
qui contiennent cet élément le déterminant qui se déduit du proposé 
par la suppression de cette ligne et de cette colonne. Je rappelle que, 
dans le déterminant proposé, les lignes et les colonnes sont numé- 
TOES They Bs s'5 og Me 

On reconnait de suite, en se reportant a la facon, expliquée plus 
haut, de développer un déterminant du second ordre 


ap Ub 
a’ b' 


| = ab'—a'b, 


que cette régle s’applique encore a un tel déterminant, si l’on convient 
de regarder un déterminant du premier ordre, qui se réduit a un 


seul élément, comme égal a cet élément. 


144. D’apres la définition d’un déterminant, il y a dans chaque 
terme un élément qui appartient, par exemple, a la p*™* ligne; si on 
regarde les éléments de la p'*™* ligne comme des variables, le détermi- 
nant proposé sera une fonction linéaire des éléments de cette p'* ligne, 
et lon vient d’apprendre a déterminer les coefficients de cette fonc- 


tion. 
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Considérons, par exemple, le déterminant du troisieme ordre 


Gh yy 
Ns la Do 
a" b’ Cc" 


Développons-le suivant les éléments de la premiére ligne, de la 
seconde ligne, de la troisiéme ligne, on trouvera 


IN = ING SES ING SE BBD Se ONO ING = IB = Gl e"G 


en posant, d’aprés la régle précédente 
; Ste | ) 


bo oe! wae Gi | ae [RP 
A B C 
—— 5 —— > — 3 
b" | a” ol | a’ pb" 
A oy e B! | a @ c | @ 
Te " y |) = ” yw |? Snare: y “|? 
is! & Oe AG a’ ob 
1 b e 1 a c p a b 
A‘= ' ye We BY= — ! f° C= ! ' 
Oy 6 GG CHO 


On retrouve, en se reportant a la régle pour développer un déter- 
minant du second ordre, les mémes notations qu’au n° 135 et 
quelques-unes des identités établies dans ce méme numéro. 

Si Pon considére lune des expressions de A, Aa + Bb + Ce par 
exemple, on sait que les éléments a, b, ¢ qu'on y a mis en évidence 
ne figurent pas dans les mineurs A, B, C, en sorte que, si, dans cette 
expression, on conserve la méme signification aux lettres A, B, C et 
qu’on remplace a, b, ¢ par a, {, y, le résultat Aa + B6 + Cy ne sera 
autre chose que le déterminant proposé, ot lon a remplacé a, b, ¢ 


par a, 8, y, c’est-a-dire le déterminant 


Ch Wok Ge |b 


| a’ b” ou 


en particulier l’expression Aa'+ Bb'+ Cc’ nest autre chose que le 
déterminant a deux lignes identiques 


ae oe (eb 


a Can 


a’ b" om 
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c’est-a-dire o. On aura done 


Aa + Bb’ + Cc' =0, 
Aa’+ Bb"+ Cc'!=0, 


et les identités analogues (n° 135). 


Ce que l’on a dit des lignes vaut pour les colonnes et l’on aura de 
meme 


A=Aa-+ A’'a'+ A"a"=Bb-+ B'd'+ B"b"= Ce+ C'e'+ C'c’," 
Ab+A’b'+ A"b"=0, 


GLE. 
Le déterminant du quatriéme ordre 


| @ 
\Geebaaec wedi 
| 

| ” Die cl oe! 


mw ou Gu Gs 


p= 


2 


Q 


serait de méme égala Aa + Bb + Ce + Dd, en posant 


ee Ck G & Gi 
A — 6" (oud d’ ; B — ae WY Gu d! F 
(pees WwW a mw cl" aye 
' ' la I I y 
Gene ed i & 
eas YW yw ld eo Ww ” UA 
Ese | oi GY ah I D=— se Ns 
a” ob" a” ah (Re Be 


puisqu’on sait développer chacun de ces déterminants du troisiéme 
ordre, on n’aura aucune peine a obtenir le développement complet 
du déterminant du quatriéme ordre. On pourra tout aussi bien le 
mettre sous l’une ou |’autre des formes 


tL se SP A Day 
IN a’ } B’” b” n (ey c! } De aa 
NU Gees Ba OL (GHGS we Ghee 


Si l’on veut par exemple l’expression de C’, c’est-a-dire du mineur 


/ 


relatif a élément ¢’ qui figure dans la seconde ligne et la troisiéme 


colonne; on voit, puisque (—1)?*? est égal a —1, que ce mineur 
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est 
an toe “oh 
(Pi —— Ww b” ake - 
Ge Ole Oke | 
(IKEA 


A peut, de méme, en le développant suivant les éléments d’une 
colonne, étre mis sous l’une ou l’autre des formes 


Aa-—+ A‘a' +A’ a" + A” a", 
BSA) tes 183 (= BS oe BS 
Ce + C'e’ + C’c"” + C%e", 
Dd+ D'd'+ D'’d’+ Da". 


‘nfin il y a douze identités, analogues a celles qu’on a obtenues 
pour le déterminant du troisiéme ordre et s’établissant de méme, 


telles que 
Aa’ + Bb'+ Cc'+ Dd'=o0, 


et douze autres du type 


ix b \ INE b! ai YN b” n NH (vil —0o0. 


En d’autres termes, la somme des éléments d’une colonne, respec- 
tivement multipliés par les mineurs relatifs aux éléments correspon- 
dants d’une autre colonne est nulle, ainsi que la somme des éléments 
dune ligne, respectivement multiphés par les mineurs relatifs aux 
éléments correspondants d’une autre ligne. On rappelle que le mineur 
relauf a un élément de A ne contient aucun élément représenté par 
la méme lettre, ou accentué de la méme facon que cet élément. 

Lorsque tous les éléments d’une ligne, ou d’une colonne, sont 
nuls, il est clair, d’aprés ce qu’on vient de dire, que le déterminant 
est nul. Si tous les éléments d’une ligne ou d’une coloune, sauf un, 
sont nuls, le déterminant se raméne immédiatement a un détermi- 
nant dont l’ordre est moindre d’une unité, comme on le voit de suite 
en le développant suivant les éléments de la ligne ou de la colonne 
considérée. Si, par exemple, on développe le déterminant 


Bye le) = Ty 
OES | 
Rao el 
Oo 9) 
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suivant les éléments de la derniére ligne, on voit que le mineur relauf 


a Pélément 2 de cette hgne est le produit de (— 1)*+*—=—1 par le 
déterminant 

ae 

OG} ih 

ae <) 


Ce dernier déterminant admet encore une ligne dont les éléments 
sont nuls, sauf élément 4 auquel correspond le mineur 


See Se 


la valeur du déterminant du quatri¢me ordre est 2 < 4 <2 = 16. 


145. Jusqu’a présent, lorsqu’un déterminant n’était pas écrit tout 
au long, je ne me suis servi, pour en désigner un élément, que du 
couple de numéros qui désigne la case ot figure cet élément. Une 
notation fréquemment employée, et d’ailleurs trés voisine de celle-la, 
consiste a désigner chaque élément par une méme lettre affectée de 
deux indices, dont le premier est le premier numéro de la case cor- 
respondante, dont le second est le second numéro. Ainsi, en suppo- 
sant que les cases et les colonnes soient numérotées au moyen des 
nombres 1, 2, ..., 2, l’élément appartenant a la a'*™ ligne et a la 
gieme colonne pourra se représenter par ay,g ou as 3 dans la seconde 
notation, % n’est pas un exposant, mais un indice supérieur. C’est de 
la premiere notation que je me servirai le plus souvent. Avec cette 
notation, un déterminant du second ordre, ou du troisiéme, s’écri- 


ront | 
A4,1 &1,2 1,3 


42, 42,2 423 


ane 43,2 43,3 


On supprime souvent les virgules entre les deux indices, quand il 
n’y a pas de confusion a craindre. 

Il importe toutefois de remarquer que lon peut avoir d’autres 
raisons pour introduire ces symboles formés dune lettre affectée de 
deux indices, afin de représenter certains nombres, ou certaines 
variables, et qu’on peut avoir a faire figurer ces symboles dans un 
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déterminant écrit a la facon ordinaire; on peut se trouver alors en 
contradiction avec la régle précédente : c’est toujours a la dispost- 
tion des éléments dans le carré qui représente le déterminant et a 
la définition du n° 139 qwil faut se reporter, et non a la régle que 
je viens de donner. Ainsi le déterminant 


a1.2 Qa\,1 | 


42,9 G21 


est, quand on le développe, égal a @,2@2,4— G1 @,: 


? 


L’égalité 


exprime, pour un déterminant du second ordre, le théoreme d’aprés 
lequel un déterminant change de signe quand on échange entre elles 
deux colonnes. 

Cette observation s’applique en paruculier quand, un déterminant 
étant écrit d’aprés la régle donnée au commencement de ce numéro, 
on le développe suivant les éléments dune ligne ou dune colonne, 
quand on écrit par exemple 


G11 G@yy2 G13 
A192 a43 


A227 A23 


Dans le second membre, les déterminants qui multiplient respec- 
tivement @,4, @21, @3, ont pour valeurs respectives 


9433 — 423439, 12433 — 432413, 12423 — 41342. 


Il convient d’adopter pour les mineurs relatifs a un élément une 
notation qui rappelle cet élément. C’est ce qu’on a fait, pour les 
déterminants du troisieme et du quatriéme ordre, en employant la 
méme lettre (mais d’un autre type) et le méme accent que pour 
Pélément. 

Quand on emploie la notation précédemment expliquée qui con- 
siste a désigner par ay,g l’élément qui appartient a la «'*™* ligne et a 
la 3™ colonne, il convient, de méme, de désigner par A, .g le mi- 
neur correspondant. A, g sera le produit par (— 1)*+? du déterminant 


obtenu en supprimant la a'*"° ligne et la 6" colonne. 
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Les éléments de la «'*™° ligne sont respectivement @y1, @a,2, +++; 
@q,n et les mineurs correspondants A, ,, Ag», ..., Aan. Les éléments 
de la 8*™ colonne sont respectivement Gigs Gs, B, «= n2n,8, eb leg 
mineurs correspondants A,,g, A» g, ..., Ang; la regle précédemment 
établie pour développer un déterminant suivant les éléments d’une 
ligne ou d’une colonne, le fait qu'un déterminant est nul quand il a 
deux lignes identiques ou deux colonnes identiques, s’expriment par 
les identités suivantes, dans lesquelles A désigne le déterminant con- 
sidéré, et dans lesquelles on suppose essentiellement, pour les deux 


dernieres, que « est différent de 8, 


Ag, 1 @a,1+ Ag, 2@q,2+..-+ Ag, nr @a,n= ¢ 


A 
Ada @1, q+ Ao, ¢d2,g +--+ An,«An,o= A, 
Ag,1@8,1 + Ag, 2 @B,e- ee. Aw, u a8,n—0 

oO 


Ay, U,8+ Ao, x ae Cem Com An, &n, 8 = 


2, | 


On peut condenser encore ces 2? identités en les écrivant sous la 


forme 
Ag, 18,1 + Ag,2@8,2+---+ Ag n@B,n= €a,84, 


At, «@1,B + As, « @2,8+---+ An, an, 8 = ea, 84, 


ou ég,g représente 1 ou oO, suivant que » est égal a 8 ou que « est 
différent de 8. 
On écrit encore, plus briévement, 


Pat 


AS MQ == 5 AS 
ee ee 


r=Tt 
Dd Aa, 28, »= ea, 84, 
hdemoia | rat 
ran 
Dans les premiers membres, le signe Dae qui s’énonce sigma 
ipa | 


depuis 71 jusqu’a r=n, veut dire qu’on doit faire la somme 


des termes qui se déduisent du terme écrit a la suite de > en y 


remplacant successivement 7 par 1, 2, ..., 2. 


146. On a déja fait ressortir quelques conséquences de ce fait 
qu’un déterminant est une fonction linéaire des éléments d’une ligne 
ou d’une colonne. En voici quelques autres. 

Quand on multiplie tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne 
par un méme facteur, le déterminant est multiplié par ce facteur, En 
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particulier, si tous les éléments d’une ligne sont égaux, ou tous les 
éléments d’une colonne, on peut remplacer tous ces éléments par 1, 
quitte & mettre en facteur l’élément qui se répéte tout le long de la 
ligne ou de la colonne. 

On a, par exemple, 


1 OS <8} ke i 
» ip 3 || = sc Doe eal 
—1I o 3 —!i oT 


En multipliant successivement les éléments de la premiére, de la 
deuxiéme, ..., de la n*™? ligne d’un déterminant du n™? ordre par 
un méme facteur A, il est clair que le déterminant est multiphé 
par ’”; au reste, cela est évident sur la définition méme d’un déter- 
minant : si, en particulier, on multiplie par — 1 tous les éléments, le 
déterminant reste invariable quand n est pair, il est multiphé par — 1 
quand 7 est umpair. Il en résulte (n° 141) qu’un déterminant symé- 
trique gauche d’ordre impair est nul, puisque la multiplication 
par —1 de tous les éléments reyient 4 changer les lignes en colonnes. 
et inversement, ce qui ne change pas le déterminant. 

Quand les éléments d’une méme ligne sont proportionnels aux 
éléments correspondants d’une autre ligne, le déterminant est nul. 
En etfet, les éléments de l'une des lignes s’obtiennent alors en multi- 
pliant respectivement les-éléments de Vautre ligne par un méme fac- 
teur A; en divisant ces derniers éléments par A, le déterminant est 
divisé par /; mais il a alors deux lignes identiques : il est nul, ainsi 
que le proposé. Ce que Von vient de dire des lignes s’applique évi- 
demment aux colonnes; on a, par exemple, 


3 O & 3 3 
[ y © | Sa sK I i. © || =O; 
—rI —2 —I —1I 4 


puisque les deux premiéres colonnes du second déterminant sont 
identiques. 

Quand chacun des éléments d’une certaine ligne est la somme 
de p quantités, que j’appellerai éléments partiels de cette ligne, le 
déterminant proposé est la somme de p déterminants du méme ordre 
que le proposé, qui s’obtiennent respectivement en ne conservant 
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dans la ligne considérée que les premiers éléments partiels, les 


deuxiémes éléments partiels, ..., les p'*™ éléments partiels. 
Supposons, par exemple, que dans le déterminant du quatriéme 
ordre 
oy te @ a 
Cm OM Ce wns 
A= " " " TT ) 
a Ge ahs 
a” ob” eh a 
on ait 
a= + 4g + 4s, 
b = Bi + Bot Bs, 
CS Gam ately 
d 4 oy + Oo == 83, 
je dis que Pona 
a4 Gy Ya 04 he Bo 2 oP X3 B; 13 03 
" GE Me GE Oh Ul a oe 0 @ al 
( 3 ) = aK be cl" d! a a’ ip! cl! Gh Aas a’ b’ Cc ole 
Ce 6” Cu ae ae bl” ae ah ope [pie cl! d” 


Si, en effet, on conserve les notations du n° 144, le déterminant A 


pourra s’écrire 


A=Aa+B6+Ce+Dd= A(a,+a.+ 43) + B(B,+ fot 03) 
+ C(yit ye+ Y3) + D(d, + 82+ 63) 

= Ag+ BB, + Cy,+D6, 

+ Ag+ B%,+ Cy.+ Do, 

+ Aa,+ B6;+ Cy3+ Dds. 


Mais, dans la derniére forme obtenue, les quantités 


Aw+BO,+ Gy,+ D6, Adg+ Boo + Gyo+ Diss, Aw t B83 Cys + Dé; 


ne sont autre chose que les déterminants qui figurent dans le second 
membre de l’égalité (1), développés suivant les éléments de la pre- 
miére ligne. 

Il est clair quwil y a un théoréme tout pareil pour les colonnes; la 
décomposition du déterminant est méme plus visible; les éléments 
partiels forment alors, par leur disposition, des colonnes partelles, 
en quelque sorte, qui deviennent les colonnes des déterminants par- 
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tiels : on a, par exemple, 


at+B+y 6 ¢ a 8O 4€ Ce Oma | 7 OU aC 
at! ae B’ oer, b! c' — a! b' c' am BY b' c' ae y" b' c' 
a BY v7" it c a” b’ ou 6” b” cl! 7" Igy! cl 


S’il n’y avait pas le méme nombre d’éléments partiels dans les 
éléments d’une colonne (par exemple), on pourrait introduire des 
éléments partiels nuls et parvenir 4 une décomposition analogue. 


On a ainsi 


aa ee 222 4 3 2 <4 4 4 | 
5+ 6 Gy teh pe St) SEN Gy) |] S| © 8 
7 7 ao 1,7 9 Oo 7-6 67 © 


Le lecteur n’aura aucune peine a reconnaitre que le second membre 
est égal a 
o—7(3 x 8—6<4)—4 <7 8 =— 224. 


Si les éléments d’une colonne étaient chacun égal a la somme 
de p éléments partiels, si les éléments d’une autre colonne sont 
égaux chacun a la somme de q éléments partiels, il est clair que le 
déterminant sera la somme de pg déterminants. 


147. On ne change pas un déterminant quand on ajoute aux élé- 
ments d’une ligne les éléments correspondants d’une autre ligne 
respectivement multipliés par un méme facteur, les éléments cor- 
respondants d’une autre ligne encore aussi multipliés par un méme 
facteur, etc. Je me dispense d’énoncer le théoréme analogue pour les 
colonnes, que je vais démontrer sur un exemple. 

Considérons le déterminant 


G tb © @ 

GED @ at 
pr : 

a uv b u" ou gift 

a Wa b Ta cl! d Mm) 


je dis qu'il est idenuque au déterminant 


a b+ha+ypd ic ad 
a U+)ha'+pd' c¢ ad 
a b'+ha"'+pyd" ec" d' 
a” b+ ha™+ pd" c” dd" 
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Ce dernier déterminant, d’apres les explications qui précédent, est 
en effet égal a 


wow bob © @ iG @ al @ jel =e Gi 

Gi EE Sha Gal a bal” eal 
poe | teal CnC OM ay Geese a 
ia}! Be cl! ihe gil n Ce aut GY a p. Ga cl! Ga 


le premier déterminant est A, les deux autres sont nuls identiquement 
parce que, dans le deuxiéme, les éléments de la deuxieme colonne 
sont proportionnels aux éléments de la premiére, et que, dans le troi- 
sieme, les éléments de la deuxiéme colonne sont proportionnels aux 
éléments de la quatrieme. Les deux déterminants A et A’, développés, 


sont identiques. 


148. Lorsque, dans un déterminant, il y a une méme relation 
linéaire entre les éléments correspondants de la premiére ligne, de 
la deuxiéme ligne, ..., de la derniére ligne, ce déterminant est 
nul. Le déterminant est encore nul quand il y a une méme relation 
linéaire entre les éléments correspondants de la premiere colonne, 
de la deuxiéme colonne, ..., de la derniére colonne. On suppose, 
bien entendu, que les coefficients de la relation linéaire ne soient pas 
tous nuls. 

Si, par exemple, la relation 


ax+Py+ys+d6t=o0 


est vérifiée quand on y remplace respecuvement 2, y, 3, ¢ para, b,c, d, 
Paver eeog para, ,¢c,a,para 4b. c,d”, le déterminant 


| a a Can, 
OG ae 

a nO aC ns 
Ge bl" lt d” 


est nul. 


Supposons en effet que % ne soit pas nul, on aura, en vertu de ’hy- 


pothése 
aa+Pb+yce+sdd=0, 
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dot 
B . 6 
= EB oes Saeed 
oh a a 
et, de méme, 
Q a Ny 
a= ay aaeee re re 
a a 
Q A > 
a eae © di", 
of a 
Q i > 
Hie Ie Flt cl! — 0 ad". 
aL a a 
On peut done écrire 
Q ny 
e) a 19) 
— 2b = eke ec 
a Ch a 
P yr i ! Oo 4 tf ! 1 
—to’—-+e—-d 8 c¢ ad 
a ol 4 
A= i 
6 " 16 Us ie} MT y ” ” 
— £6" — !c¢'— -2' b" c¢ ad 
a oh a 
p (ast ¥ cll! 6 d! bl ol qi" 
OL a a. 


Ce déterminant, d’aprés la regle du n° 146, se décompose en trois 
autres, dont chacun est nul parce que les éléments correspondants 
de deux colonnes sont proportionnels. 

La réciproque de cette proposition est vraie ; si un déterminant du 
n° ordre est nul, il existe 2 coefficients, dont l’un au moins n’est 
pas nul, tels que, si l’on ajoute les éléments d’une ligne quelconque 
respectivement multipliés par ces coefficients, on obtient une somme 
nulle. De méme, il existe m coefficients, dont l’un au moins n’est 
pas nul, tels que, si l’on ajoute les éléments d’une colonne quelconque 
respectivement multipliés par ces coefficients, la somme soit nulle. 

La proposition est évidente lorsqu’il y aun mineur relatif a quelque 
élément du déterminant proposé qui n’est pas nul. Si, par exemple, 
il s'agit du déterminant du quatriéme ordre 
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ot. a,b,..., d” désignent des nombres quelconques, on a 


Aa +B6b +Ce +Dd =A, 
Aa’ +Bb’+ Cc’ + Dd’ 
Aa’ + Bb" + Ce" + Dd’ = 
Aa” + Bb6"+ Ce”"+ Da"=O0, 


| 
= 


2) 


en désignant par A, B, C, D les valeurs numériques des mineurs rela- 
ufs aux éléments a, b,c,d. Si A est nul et si ’un des mineurs A, B, C, D 
n’est pas nul, il est clair que les éléments d’une méme ligne vérifieront 
la relation Ax + By + Cs + Du=o. Comme on peut remplacer 
A,B,C, D par les mineurs relatifs aux éléments d’une ligne quel- 
conque, la proposition est bien claire, pourvu que l’un des seize mi- 
neurssA. b-..., 0) ne soit pas nul: 

Si tous les mineurs sont nuls, la démonstration est en défaut. La 
proposition subsiste, comme on le verra plus tard (n° 159). 


149. Voici maintenant quelques conséquences de la proposition 
établie au n° 147, d’aprés laquelle on peut retrancher des éléments 
dune ou de plusieurs lignes (ou colonnes) les éléments correspon- 
dants d’une autre ligne (ou d’une autre colonne). 

On peut ramener a un déterminant d’ordre n —1 un déterminant 
d’ordre n dans lequel tous les éléments d’une ligne (ou d’une colonne) 
sont égaux. 

Considérons par exemple le déterminant 


On peut retrancher les éléments de la premiére colonne des élé- 
ments de la seconde et de la troisiéme : on obtient ainsi le détermi- 
nant 


if oO 
a b—a c—a |=(b—a)(c'—a')—(c—a)(b'—a’). 


Can — in —— a 


La méme proposition permet parfois de faire apparaitre un facteur 
dans un déterminant dépendant de deux ou plusieurs variables. 
Ate ah 
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Désignons par exemple par f(x), g(x), h(x) trois polynomes en x 
et par a, 6, ¢ trois variables quelconques, et considérons le détermi- 


nant 

f(a) g(a) h(a) 
f(6) g() h(b) 
fle) ee) h(e) 


On reconnait de suite que le déterminant est divisible par 6 — a, 
car il s’annule identiquement quand on y remplace 6 par a, comme 
ayant alors deux colonnes identiques; il est de méme divisible par 
c—b, a—c et, par conséquent, (n° 158), par (6 — a) (c — b) (a—c). 
On fera, si on veut, apparaitre successivement ces facteurs en écri- 


vant d’abord le déterminant sous la forme 


t(@) g(a) h(a) 
S(o)—fla) g(b)—e(a) h(b)—h(a) 
S(e)—fla) g(e)—gla) h(c)—h(a) 


En désignant par F(a, 6), G(a, 6), H(a, 6) les quotients, évidem- 
ment entiers, de la division par 6 — a des polynomes f(b) — f(a), 
g(b)— g(a), h(b) — h(a), on voit que le déterminant proposé peut 
s’écrire 

J(a) (a) h(a) 
(6—a)(e—a)| F(a,b) G(a,b) H(a,b) }. 
I(Gi,@) Ge, ey) Ial(@, @) | 


Dans le déterminant qui figure dans cette expression on peut rem- 
placer les éléments de la seconde ligne par 


F(a, 6)—F(a,c), G(a, 6) — G(a,c), H(a,b) —H(a,c), 


et ces nouyeaux éléments sont tous divisibles par b — c; le reste est 
évident. 
Cette méthode s’applique, par exemple, au déterminant 


(Gh oe 
fe (OR We 
if oe ey 


mais il est plus simple de remarquer ici que le déterminant est du 
troisieme degré en a, 6, c comme le produit (b — c)(¢e —a)(a—b); 
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le quotient du déterminant par ce produit, qui doit étre entier en a, 
b, c, ne peut donc étre qu'une constante; la comparaison d’un méme 


terme bc?, par exemple, dans les deux développements montre que 
Vona 


i. 6b b | =(b—c)(c—a)(a—b) = bc?+ca?+ab?>—b?c— ea—a?b. 


Cette identité n’est d’ailleurs qu’un cas particulier de Videntité que 
je vais énoncer. 
Le déterminant du ni®™ ordre 


je ay ack eee 
iy GR loon HAE S 
? 
2 (= 
1 hn Ue soe 2 


dont la loi de formation est suffisamment évidente, est identique 


au produit 


(Ln— En—-1) (Ln — Uns) (Gin — Hn=3) ... (Lp — 2), 
(Gn 1— Tn 2)(Ln 1— Zn S)) ooo (fn—1 — 2&1), 


(Ln—3— Bn—3) «+. (Sn-2— 4&1), 


de toutes les différences que |’on peut former entre l’une quelconque 
des quantités 7,, £2, ..., Z, et celles qui la précédent. On reconnait 
comme plus haut que le déterminants’annule sil’on suppose 2p= 2g, 
par exemple, en supposant que les nombres naturels p, qg soient diffé- 
rents entre eux et au plus égaux an, qu'il est divisible par le produit 
de toutes les différences, enfin que le déterminant et le produit déve- 
loppés contiennent un méme terme 2 73...2%~'. On a rencontré 
déja ce produit au n° 126. 


§ 2. — EQUATIONS DU PREMIER DEGRE. 


150. Soient données n équations du premier degré a n inconnues 
Sea i 7 apna Pe 


(L) X07 hy 0). *y XO 


d 
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X,, Xo, ..., Xp sont des polynomes du premier degré en %, %2, ..-, 


Ln, que j’écrirai sous la forme suivante : 


v 1 
| x A114 24+ A 9 Vo we An Un M1, n+1;5 
Xo = Ao1 Li + Ae,9 Lo +... + Aan Lp + Ar, n+1, 


(2) 


| Xn = AnA~X1 + AnigLet- ++ An nfn+ An n+: 


Les coefficients des inconnues, d’une part, les termes tout connus 
Qin41> +++, @n,ng1, de Pautre, sont regardés comme des nombres 


donnés. 
Désignons par A le déterminant du ni’™® ordre 


| 1 Q4,2 “658 QAi,n 


Ao1 1,2 oe Arn 


eee one cease 


Any} G&@ny2 +++ Ann 


que l’on appelle habituellement le déterminant des equations (1); 
désignons, comme au n° 145, par Ags le mineur de A relatif a l’élé- 
ment dy,g, et supposons A différent de o. Si l'on multiplie respective- 
ment par A, g, Ao g, -.-, Ang les égalités qui définissent X,, Xo, ..., 
X, et que l’on tienne compte des identités du n° 145, on trouve 


(3) Ay,gX, + Ao,g Xo+e..+ Ang Xn = Avg+ Bg, 


en posant, pour abréger, 
(4) Bg > At,8@1,n+1 BF A2,B Gentle ee An, 8@n,n+1- 


Liégalitée (3 ) -valable pour 6 -=1, 2, .-.972 est une identitévenra,, 
La, +++, Lg, quand on regarde X,, Xz, ..., X, comme étant mis, seule- 
ment pour abréger, ala place des seconds membres des égalités (2). 
Elle met en évidence ce fait que X,, X., ..., Xp» ne peuvent étre nuls 


‘ Bg j ‘ 
sans que £g soit égal a — an en d’autres termes, les équations 


x == OY Xo On sey Woy © 


entrainent les équations 


f By B, B 
(3) eee Xt oy=— > ee ey ip ae 
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et ne peuvent done avoir d’autre solution que celle de ces derniéres, 
qui est évidente. I] reste a savoir si les valeurs trouvées ainsi satis- 
font eflectivement aux équations proposées; c’est ce que l’on vérifie 
en y remplagant 2, 22, ..., 2, par les seconds membres des éga- 
lités (4) ou par le calcul suivant, qui revient au méme : 

Récrivons plus explicitement les n identités (3), a savoir 


Aii X, = Ast X, SPOUT Ana Ny = Aa, + Be 
Aj.2 X, = Ao Xo+. ashes An,e Ge — A®%y+ Bg, 


Aten X4 + As nX +. “Neacte Ann Xp = AGy+ Bn; 


multiplions-les respectivement par @y,4, da,2, +++) Ga,n et ajoutons- 
les; on obtiendra, en tenant compte des identtés du n° 145, 


(6) AXg= ag4(Aa1+ By) + Ay,9(Avg+ Bo) +...+ Ae,n(Avn+ Bn). 


On a encore affaire ici a une identité en 2, %2,..., Zn, quand on 
suppose X,, Xy, ..., X, remplacés par leurs expressions expli- 
cites (2). L’identité (6) montre que, si l’on suppose nulles les quan- 
tilés Av, + B,, Av.+ Bo, ..., Agn+ Bn, Xq est nécessairement nul, 
et ceci, d’ailleurs, quelle que soit la valeur 1, 2, ..., nm attribuée a 
Pindice «. En d’autres termes, les équations 


(4) Azv,+ B,=0, Av,+ B,=0., Agvy,+B,=0 


entrainent les équations 


(1) XG 1.05 1S == Op = oO. 


Les deux systémes (1) et (4), lorsque A n’est pas nul, sont donc 
équivalents. 

Lorsque le déterminant d’un systeéme de n équations an inconnues 
est différent de 0, ce systeme admet une solution, et une seule. 

Cette solution est formée d’un systeme de n fractions, toutes pré- 
cédées du signe —. Le dénominateur commun de ces fractions est le 
déterminant A des équations, lequel ne dépend que des coefficients 
des inconnues, nullement des termes tout connus Q, n44, @anqiy o+%5 
Qn.n44- Le numérateur de la fraction qui donne la valeur de xg s’ob- 
tient en remplacant dans A les coefficients a),g, d2,g, «++, @n,g de 
cette inconnue par les termes tout connus a, sn44) Aantty +2 +) Unynyqr- 
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Ce dernier point résulte de l’expression de Bg, qui s’obtient en 
remplacant dans le développement 


A1,801,8+ As,Bd2,g+...+ AnBan,8 


du déterminant A suivant les éléments de la 8? colonne, les élé- 
ments 4,8, @2,g, ---, ng de cette colonne, dont aucun ne figure 
dans les mineurs A, 8, A», .-., Ans, par les termes tout connus 
4°) 2,8) ) +p 
Ay n4iy C2,n4i5 20+) Anynqi- 
J'ai supposé, dans ce qui précéde, que les coefficients des incon- 
Ppose, 
TIMES 2; 45 0.., Ain et les termes tout coOnmus @, nui 9.) Ce 
étaient des nombres; il est clair que les résultats subsistent si lon 
regarde les, lettres @)4, .-.5 Gn ai .--) Ga,npr comme désignant des 
variables, pour toutes les valeurs de ces variables qui n’annulent 
pas 4; au reste, il convient de remarquer que les égalités (3) et (6), 
dot le résultat essentiel a été tiré, sont non seulement des identités 


CNL a5, 4-0» mais, encore des 1dentites 6h. @ io. eee 
Diy ey Onty CT nay - enna, POUrVU GU On y remplace non seu— 
lement X,, X,, ..., X, par. leurs expressions explicites (2), mais 


encore le déterminant A et ses mineurs A, .g par leurs expressions 
empliciies#eN Gaunt .3 27 et les, quantites Dy Donna yepatles 
seconds membres des égalités (4). Cela résulte clairement de la 
démonstration. 

Il convient encore de remarquer, sur les formules (4), que les 
expressions des quantités B,, B,, ..., B, sont linéaires en @ 41, 
Gonaiy +++) An,nyi3 il en est de méme, évidemment, des quotients 
de B,, By, ..., B, par le déterminant A, supposé différent de o, ot 
netigurent pas @jn44, A5.n41) +++) Ga,u; ienm est de méme encore 
des inconnues %,, #2, :.., Lp. Celles-ci peuvent étre regardées comme 
des formes linéaires en Gy p41, G2,n41) +++) An,ny1 dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles de @,\;, @),2, --. @n,n- Si, en parti- 
culier, on attribue a ces derniéres lettres des valeurs numériques qui 
nannulent pas A, et si l’on regarde @ n445 @2,n415 +++) Ganzi COMME 
des variables, les expressions de x,, %, ..., Zn sont des formes 
linéaires en @y n44, @2,n41, @n,nys a coefficients numériques. 

Enfin, il est a peine utile de dire que, lorsqu il s’agit d’équations 
purement numériques, on peut, si on veut, se servir des formules 
générales étables plus haut (en supposant toujours A différent de o) 
pour calculer les valeurs numériques des inconnues. A la vérité, les 
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simplifications dont les équations proposées sont susceptibles en 
raison de la forme spéciale qu’elles peuvent affecter, apparaissent 
souvent d’une facon moins facile sur ces formules que sur les équa- 
tions proposées elles-mémes, au moins quand on n’a pas Vhabitude 
de manier les déterminants. [] convient de remarquer, toutefois, 
qu’aux combinaisons des équations dont on peut apercevoir la con- 
venance sur les équations correspondent, le plus souvent, des combi- 
naisons des lignes des déterminants qui conduisent a des simplifica- 
tions équivalentes. 

Les formules générales, quand on les applique a des équations nu- 
mériques dont les coefficients ne sont connus qu’imparfaitement, 
montrent que, lorsque A est trés petit, les erreurs sur les résultats 
qu’entrainent les erreurs sur les données peuvent étre trés considé- 
rables; si, par exemple, A se trouvait étre du méme ordre de peti- 
tesse que les erreurs possibles sur les données, il n’y aurait rien a 
tirer des équations. 

Avant d’étudier le cas ot A est nul et le cas ot le nombre des 
équations différe du nombre des inconnues, il convient d’introduire 
une notion nouvelle. 


151. Rang d’un tableau rectangulaire. — Considérons, en général, 
un tableau rectangulaire comprenant rp éléments distribués dans p 
lignes horizontales, et rn colonnes verticales 


A1,1, 41,2, +++1 Uyny 
42,15 2,25 sls Kel A2,n, 
eney Aor} omer) ootion 


Api, p25 +++, pins 


Désignons par 2 un nombre naturel au plus égal au plus petit des 
nombres n, p, et supposons qu’on supprime n—a« colonnes 
et p—«a lignes du tableau, il restera a? éléments distribués dans 
a lignes et « colonnes; dans le cas ot « serait égal an, ce qui suppose 
n<p,il faut entendre qu’on ne supprime aucune colonne et qu’on 
supprime p — rn lignes; de méme, dans le cas ot @ serait égal a p, ce 
qui suppose pSn, il faut entendre qu’on ne supprime aucune ligne 
et qu’on supprime n —p colonnes; si l’on avait a = p =n, on lais- 
serait le tableau carré tel quel. 

Dans tous les cas, les a? éléments restants peuvent étre regardés 
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comme les éléments d’un déterminant du ai™* ordre; je dirai dun 
pareil déterminant qu’il est ¢/ré du tableau, en sous-entendant le 
procédé que je viens de décrire; les éléments mémes du tableau 
seront regardés comme des déterminants tirés du tableau par la sup- 
pression de n —1 lignes et de » —1 colonnes. 

Si on considére, par exemple, le tableau 


“ D @B Ei 
Ce Om 
Gh b! cl! oe. 


on peut en Urer quatre déterminants du troisieme ordre par la sup- 
pression de la premiére, de la seconde, de la troisiéme ou de la qua- 
triéme ligne; le premier de ces déterminants est 


Do © 
Db Cai 
ipl ou d Vv 


On peut en trer dix-huit déterminants du second ordre par la 
suppression d’une ligne et de deux colonnes; tel est, par exemple, le 
déterminant 


Gi (3! 


a 


On peut en trrer enfin douze déterminants du premier ordre, a 
savoir les éléments mémes du tableau. 

Revenons au cas général, et observons d’abord que, si Von consi- 
dére un déterminant d’ordre x > + tiré du tableau, les mineurs rela- 
ufs aux éléments de ce déterminant seront des déterminants d’ordre 
a—1 tirés eux-mémes du tableau; inversement, tout déterminant 
d’ordre «—1 tiré du tableau peut évidemment étre regardé comme 
un mineur relatif a un élément de quelque déterminant d’ordre « tiré 
de ce tableau. 

Ceci posé, supposons que les éléments du tableau soient des 
nombres. La plus grande valeur possible du nombre z telle qu’un dé- 
terminant d’ordre « tiré du tableau ne soit pas nul joue, comme on 
le verra, un réle important : on appelle ce nombre le rang du 
tableau. On voit de suite comment se détermine ce rang : 

On donne d’abord az la plus grande valeur possible, a savoir le plus 
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peut des nombres n, 7); supposons, pour fixer les idées, p <n. Si Pun 
des déterminants d’ordre p tirés du tableau n’est pas nul, le tableau est 
de rang p. (Il n’y aurait qu’un pareil déterminant sil’on avait p = n.) 
Supposons que tous les déterminants d’ordre p tirés du tableau 
soient nuls, on examinera les déterminants d’ordre p — 1 qu’on peut 
ter du tableau; s’il y en aun qui soit différent de o, le tableau est 
de rang p—1. Lorsque tous les déterminants d’ordre p —1 sont 
nuls, on examine tous les déterminants d’ordre p — 2; si l'un d’eux 
nest pas nul, le tableau est de rang p — 2,... 

On observera que, si un déterminant d’ordre « tiré du tableau 
nest pas nul, le tableau est certainement de rang égal ou supérieur 
aa; Sl, en particulier, l'un des éléments du tableau n’est pas nul, le 
rang du tableau est au moins égal a1; le cas ot tous les éléments du 
tableau seraient nuls échappe a la définition précédente, puisque 
alors, tous les déterminants trés du tableau sont manifestement nuls ; 
on dit alors que le tableau est de rang o. 

Si tous les déterminants d’ordre « que l’on peut tirer i tableau 
sont nuls, on peut affirmer que le rang du tableau est inférieur a a; 
en effet, tout déterminant d’ordre « +1 que l’on peut trer du tableau 
est nul comme ayant ses mineurs nuls; de méme tout déterminant 
d’ordre a + 2,... 

Si le tableau est de rang a, un déterminant quelconque, non nul, 
dordre a, tiré du tableau comme on vient de dire, s’appelle un déter- 
minant principal du tableau. 

On voit, d’ apres ce qui vient d’étre dit, comment écrire les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un tableau de np éléments, 
rangés dans 2 colonnes et dans p lignes, soit de rang inférieur ou égal 
aa: on écrira que tous les déterminants d’ordre « +1 trés du tableau 
sent nuls. Quelques-unes de ces conditions peuvent d’ailleurs rentrer 
dans les autres. Si l’un des déterminants d’ordre « tirés du tableau 
est différent de o, le tableau sera de rang «; si tous ces détermi- 
nants sont nuls, le tableau sera de rang inférieur a «. 

Il est clair que Je rang d’un tableau ne change pas quand on échange 
les lignes entre elles, ou les colonnes entre elles; supposons qu’on ait 
affaire 8 un tableau de rang % > : fixons notre attention sur un des 
délerminants principaux; on peut, par des échanges successifs, 
amener les « lignes qui en contiennent les éléments a étre les « pre- 


miéres lignes du tableau, les « lignes du haut; on peut, de méme, par 
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des échanges successifs de colonnes, amener les « colonnes qui con- 
tiennent les éléments du déterminant principal a étre les « premiéres 
colonnes du tableau, les « colonnes de gauche; on voit ainsi que lon 
peut s’arranger pour que le déterminant principal occupe le coin 
supérieur, a gauche du tableau. 

Si Pon supprime d’un tableau rectangulaire quelques lignes ou 
quelques colonnes, le rang du tableau ainsi modifié sera égal ou infé- 
rieur a celui du tableau proposé : il lui sera égal, lorsque la suppres- 
sion des lignes ou des colonnes aura laissé inaltéré quelque détermi- 
nant principal. 

Lorsque le rang d’un tableau est égal a 2, les éléments de chaque 
ligne sont proportionnels aux éléments correspondants d’une ligne 
quelconque, de méme pour les colonnes. 

I résulte évidemment de la définition du rang d’un tableau, qu’on 
ne modifie pas ce rang en introduisant dans le tableau des colonnes, 
ou des lignes, formées d’éléments tous nuls. 


152. Si Pon considére un déterminant A, d’ordre n, le rang de ce 
déterminant n’est autre chose que le rang du tableau carré formé par 
ses éléments. On a désigné, au n° 143, sous le nom de mineur de A 
relatif a un élément de ce déterminant, le déterminant (affecté dun 
signe convenable) que l’on déduit de A par la suppression de la ligne 
et de la colonne qui contiennent l|’élément considéré ; on désigne aussi 
sous le nom de mineur de A tout déterminant qu’on en déduit par la 
suppression de w lignes et de « colonnes. II est nécessaire de distin- 
guer tous ces mineurs. Ceux que j’ai désignés jusqu’ici comme les 
mineurs relatifs a un élément sont ce qu’on appelle aussi les pre- 
miers mineurs; les mineurs obtenus par la suppression de « lignes 
et de z colonnes sont les a'*™’* mineurs; ils sont des déterminants 
d’ordre n — x. Au lieu de premier, second, ..., a™® mineur, on dit 
aussi mineur du premier, du second,..., du z*"° ordre ; la confusion qui 
peut résulter, dans cette facon de parler, de l’ordre d’un mineur et de 
Yordre du déterminant qu’est ce mineur rend cette facon de parler 
un peu génante. Au lieu du mot mineur, quelques auteurs emploient 
le mot sous-déterminant. 

Quoi qu'il en soit, dire qu’un déterminant d’ordre rn est de rang 1, 
c’est dire qu'il y aun mineur du déterminant qui, en tant que déter- 
minant, est d’ordre r, un (n —r)*™* mineur, si l’on veut, qui n'est 
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pas nul, tandis que tous les déterminants d’ordre supérieur a7 qu’on 
peut tirer du déterminant par la suppression de lignes ou de colonnes 
sont nuls. Dire que le déterminant est de rang n, c’est dire qu’il n’est 
pas nul; dire qu’il est de rang 0, c’est dire que tous ses éléments sont 
nuls. 


153. Considérons p polynomes du premier degré X,, Xz, ..., Xp 
an variables 2;, 2, ..-, Xp, : on dit que ces polynomes sont indé- 
pendants lorsque l’on peut attribuer aux variables 7,, 22, ..., &n des 
valeurs qui fassent acquérir aux polynomes telles valeurs que l’on vou- 
dra. En particulier un polynome du premier degré est indépendant 
quand le coefficient de l'une des variables, dans ce polynome, n’est pas 
nul; on pourra, en effet, donner aux autres variables telles valeurs que 
Yon youdra; il restera, pour lui faire acquérir la valeur A, a résoudre 
une équation du premier degré dans laquelle le coefficient de lin- 
connue n’est pas nul. 

piles jp polynomes Xj, X>, ..., X, du premier degré en 77, 
Lx, -+-, Ly sont indépendants, 7 polynomes choisis parmi ceux-la 
sont éyidemment indépendants. 

En conservant la méme supposition, et en supposant de plus 
que X‘, X,,.... Xj, désignent soit des constantes, soit des poly- 
nomes du premier degré par rapport a des variables qui ne figurent 


pas dans X,, X,, ..., Xp, les polynomes 
ete neat GX Conk ees Se LX 


sont indépendants; en effet, on peut attribuer aux variables qui 


figurent dans X/, XJ, ..., XJ, des valeurs numériques arbitraires, 
puis a 2%, %2, ..., Z, des valeurs qui satisfassent aux équations 
X,= A, — Xj, p= A,— X54, sey io A,— Xi, 


quels que soient les nombres A,, Ay, ..., An. 
Les p polynomes du premier degré en 2, %2,..-, Lp, 


Li Ay o%ot+ A323 +---+ Up Lp, 
Lat Ge,303+...-+ Ae» Vp; 

La = lis 43, p ZL ps 

Sa dates sete ahexarerie taper hats ; 

Lp. 47 Ap-1,pUp, 
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oli @,2, @),3,... sont des constantes, sont indépendants : si, en effet, 
on égale ces différents polynomes a des constantes arbitraires, la der- 
niere équation, qui ne contient que zp, sera toute résolue; la précé- 
dente donnera la valeur de xp_,, la précédente celle de p_2, ..-; la 
méme conclusion subsisterait évidemment si, la forme des polynomes 
restant la méme, les variables x, 72, ..., Zp, au lieu d’avoir des coeffi- 
cients égaux a 1, avaient des coefficients numériques quelconques, 
dont aucun ne serait nul. Elle subsisterait encore, en vertu d’une 
remarque précédente, si l’on ajoutait aux polynomes considérés, soil 
des constantes numériques, soit d’autres polynomes du premier degré 
par rapport a d’autres variables. 


154. On va apprendre a reconnaitre si p polynomes du premier 
degré donnés sont indépendants ou non, et, plus généralement, com- 
bien, parmi eux, il y a de polynomes indépendants. Cela, comme on 
va le voir, ne dépend que des coefficients des variables, nullement 
des termes constants. 

Supposons les polynomes du premier degré écrits les uns au-dessous 
des autres de maniére que les coefficients d’une méme variable figurent 
dans une méme colonne verticale : les coefficients qui manquent élant 
remplacés par des zéros. Les coefficients de toutes les variables forment 
alors un tableau rectangulaire tel que ceux que nous avons considérés 
dans le n° 151. J’appellerai rang du systéme de polynomes ou, plus 
brievement, rang des polynomes, le rang de ce tableau. Je vais mon- 
trer que le rang d’un systeme de polynomes est égal au nombre des 
polynomes de ce systeme qui sont indépendants. 

Je supposerai d’abord que ce rang soit égal au nombre des poly- 
nomes, pour montrer que, dans ce cas, les polynomes sont indépen- 
dants. 

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse de trois polynomes : si le 
rang du tableau est 3, ces polynomes contiennent au moins trois va- 
riables, puisque le rang du tableau ne peut étre inférieur au nombre 
des colonnes, c’est-a-dire au nombre des variables dans les poly- 
nomes ; supposons que ceux-ci contiennent cing variables, et soient 


X=ax +by +c4 +dt +eu +p, 


Yed@ar+by+es+dt+eu+p, 


L=adae+byicdstd't+eu+ p" 
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les trois polynomes : le tableau des coefficients est alors 


a’ b" ou ihe! e” : 


et, par hypothése, l’un des déterminants du troisiéme ordre tiré de ce 
tableau, par exemple le déterminant 


a Ww 


ait Du cl" 


n’est pas nul; si l’on veut que les polynomes X, Y, Z acquiérent les 
valeurs numériques A, A’, A”, on attribuera aux variables ¢, u, dont 
les coefficients ne figurent pas dans le précédent déterminant, des 
valeurs numériques quelconques et l’on résoudra les trois équations 
en L, 7, 2 


ax +by +cs +dt +eu +p —A =o, 
art+by+es+d't+eu+ p'—A'=0, 


aat by +ec's+d"t+e'u+ p'—A’'=0, 


dont le déterminant n’est pas nul, et qui, par conséquent, admettent 
une solution, La proposition est démontrée. Il est clair qu’il n’y aurait 
rien a changer dans la démonstration, s’il n’y avait que trois variables 
L,Y, %, si ce n’est qu’on n’aurait pas eu a attribuer a ¢, w de valeurs 


numériques. 


155. Considérons maintenant le cas ot le rang du tableau est infé- 
rieur d’une unité au nombre des polynomes; je vais prouver que les 
polynomes ne sont pas indépendants et quil existe entre eux une 
relation identique du premier degré. 

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse de quatre polynomes, et que 
leur rang soit égal a 3: ces polynomes devront contenir au moins 


trois variables. Soient 


X=axr +by +cs +dt +eu +p, 
Yed@r+by+es+d@t+eu+p’, 
La=adarby+estdt+eu+ p'’, 
TH=ataest bY y +e "2+ d"t+e"ust p" 
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ces polynomes : le tableau des coefficients est ici 


Gy WW G Gh ©, 
a WW @ wh Gc. 
a’ gst cl! ay! ce 
a 


mt ip Cua Ghe Ca 


Il est, par hypothése, de rang 3, c’est-a-dire que l’on peut en tirer un 
déterminant du troisiéme ordre qui ne soit pas nul et que tous les 
déterminants du quatriéme ordre que l’on peut en tirer sont nuls; je 
suppose que le déterminant du troisieme ordre 


Go W © 
A=|q@ 6 @¢ 
a’ b! cl 


ne soit pas nul : on peut, comme on l’a expliqué plus haut, en chan- 
geant au besoin l’ordre des polynomes et des variables, supposer que 
ce soit ce déterminant-la qui ne soit pas nul, du moment qu'il y a un 
déterminant du troisiéme ordre qui est différent de o. 

Il résulte de Vhypothese faite sur le déterminant A que les poly- 
nomes X, Y, Z sont indépendants. 

Considérons le tableau 


Gh W 
a go ow oe, 
2 
ak b” cl 


mu” uw wu 
a i &. 


obtenu en placant sous le déterminant considéré les coeffi- 
cients a”, b'”, c” qui, dans le polynome T, multiplient les variables z, 
y, 2 dont les coefficients figurent dans le déterminant principal A. 
Les trois colonnes de ce tableau peuvent étre regardées comme les 
trois premiéres colonnes d’un déterminant du quatriéme ordre, 
déterminant dont la quatriéme colonne serait formée d’éléments 
arbitraires; désignons par A, i’, d”, X” les mineurs de ce déterminant 
relauuf aux éléments de cette quatriéme colonne, a savoir 


we i @ a) ONC 
x ——— a’ b" cl ; Bae, PN = a! b' c! = /\. 
al! b m Cc mw a’ b" c! 
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Il importe de remarquer, d’une part, que le mineur )= A n’est 
pas nul, par hypothese, d’autre part que Von a 


\ d ae Xa aie en Qe Ne ah — 0, 


het eb +n e+ Xd" e"=0, 


puisque les premiers membres de ces égalités ne sont autre chose que 
les déterminants du quatrieme ordre 


oe WD € d Gb @ 

Ci OCs om Co 
ORC tm” Os eae Oma Ce Ine 
CO Ce ae Car Oman Cana 


tirés du tableau. 

Ceci posé, multiplions les égalités qui définissent les polynomes X, 
Y, Z, T par A, X’, X”, X” et ajoutons-les : dans le second membre, les 
coefficients des variables ¢, w seront nuls, en vertu de la remarque 
qu’on vient de faire ('), il en serait de méme des coefficients de x, 
y, 3, en vertu des relations entre les éléments d’un déterminant et les 
mineurs établies au n° 145. On parvient donc a la relation 


(3) AX +NY+NZ ART = )Aptn p+ np! + nr" p"; 


cette relation est une identité en x, y, 3, ¢, uw, quand on remplace, 
dans le premier membre, X, Y, Z, T par leurs expressions explicites. 


Dans cette identité 2!” 


nest pas nul. Le second membre n’est autre 
chose que le déterminant que l’on obtient en adjoignant au ta- 
bleau (2) une quatrieme colonne formée des termes constants 
/ Ui M/ 
P»P>,P>P - 
On tre de lidentité (3) la suivante 


(1) Si les polynomes X, Y, Z, T ne contenaient que les trois variables x, y, 2, il 
n’y aurail pas lieu de considérer les variables 4, w; mais tout le reste de la démon- 
stration subsisterait. 
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ey 
en posant 
d N i" 
“4= y"? ene I ee 
Ga W @ je 
a i 
uw UA 4 uv 
Gy WS ei 
2 Ap re ! p! xp sera ql" bl cl! Nae 
0 —— rs i: 
2 Nw “i BD & 
t b' c! 
" b’ W 


Si, par exemple, on considére les polynomes 


SS PSE BSE GE See 
NSS AP SY a ae —— Oe 
L=—e+y+24-—-u—t—3, 
We ASE RS e5 > Oy, 


on reconnait de suite que les trois premiers sont indépendants et que Von a 
identiquement, en x, y, 3, ¢, U, 


T=X+Y+Z+49. 


Le lecteur n’aura d’ailleurs aucune peine a retrouyer cette relation par la 
méthode qu’on vient d’expliquer. 


On observera que, dans l’expression (4) de T, les coefficients a, 8, y 
de X, Y, Z ne dépendent que des coefficients des variables dans les 
quatre polynomes, nullement des termes constants, qui n’inter- 
viennent que dans 6. 

De cette expression de T, il résulte évidemment que les quatre 
polynomes X, Y, Z, T ne sont pas indépendants, puisque la valeur 
de T résulte de celles des trois polynomes indépendants X, Y, Z. En 
particulier, pour des valeurs des variables qui annulent X, Y, Z, il 
est clair que T prendra la valeur 6, en sorte que, si 6 n’est pas nul, 
les équations X = 0, Y =o, Z=o0, T =o sont certainement incom- 
patibles; c’est ce qui arriverait dans l’exemple numérique que lon a 
donné. Au contraire, si 6 est nul, les twois premiéres entrainent la 
derniére. 

Dans ce qu’on vient de dire, se trouve contenue la solution de la 


question suivante : 
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156. On donne n équations du premier degré a nm inconnues, dont 
le déterminant n’est pas nul, et un polynome du premier degré dont 
les n variables sont désignées par les mémes lettres que les inconnues 
des n équations, calculer ce que devient le polynome quand on y 
remplace les variables par les valeurs des inconnues qui vérifient les 
équations. 

Les n +1 polynomes du premier degré a n variables formés par le 
polynome et les premiers membres des équations, dont le second 
membre est supposé nul, forment un systéme de rang 7; il ne peut, 
en effet, étre de rang supérieur, puisqu il n’y a que 7 variables; il est 
bien de rang rv, puisque le déterminant des n équations n'est pas nul. 
La relauion qu’on vient d’apprendre a former entre ces n +1 poly- 
nomes fournit la réponse a la question posée. 

Supposons, par exemple, qu’on donne les trois équations en x, y, Z 


Cee ORV Ceo Pa Or 


1 


ax—-by+cs+p'=o0, 


a'x + b"y + c'2+ p"=0, 


dont on suppose que le déterminant ne soit pas nul, et qu’on veuille 
calculer la valeur du polynome ax + by + c”s +p”. Désignons 
par T ce dernier polynome et par X, Y, Zles premiers membres des 
équations; on est dans le cas qu’on vient d’étudier, de quatre poly- 
nomes de rang 3; il suffit, en conservant les mémes notations que dans 
le numéro précédent, de supposer nuls les coefficients d, ad’, d", d", 
e, e', e", e”, pour voir que les polynomes X, Y, Z, T sont hés par la 
relation identique en x, y, 3, 


T=aX+0Y+y7Z+6 


et que la valeur cherchée de T est 6 ou 


| a De 
oe dD re! 
Cha b” cl! 


On voit, en supposant toujours que le dénominateur de la fraction 


is FY) 
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précédente ne soit pas nul, que la condition nécessaire et suffisante 


pour que les quatre équations, a trois inconnues, 


Yi="o7 i — On he O, 


admettent une solution est que Von ait 


La @ ie 
a’ b' ou Pp 
w " " ” ey, 
Ga a ie 
ae (pt cl" jo 


et cela reste évidemment vrai, lors méme que le déterminant des trois 
équations X =o, Y=o, Z=o serait nul, pourvu que, parmi les 
quatre équations, il y en ait trois dont le déterminant ne soit pas nul, 
pouryu, en d’autres termes, {que le systéme des quatre polynomes X, 
Y, Z, T soit de rang 3. 

On dit souvent que l’équation précédemment obtenue est le 
résultat de lélimination de x, y, = entre les quatre équations 
X=0, Y=o0, Z=0, T=0, c’est-a-dire la condition nécessaire et 
suffisante a laquelle doivent satisfaire les coefficients de ces quatre 


équations pour qu’elles admettent une solution en x, y, z. Ceci, tou- 
tefois, n’est exact que si les quatre polynomes du premier degré X, 
YZ, sont de rane’3. 

Ces résultats s’étendent, évidemment, a un systeme de n +1 équa- 
tions du premier degré an inconnues, quand le systeme des n + 1 
premiers membres est de rang 7. 


157. Revenons au cas général; considérons les p polynomes du 
premier degré X;, Xo. .s., X>, an variables: 7, vx 1.5, vp savolr, 


X, = 441 21+ A192 Hot. eet At,n Brrr a1 n+15 


Xo = Go,4 21+ Ao, Hot... A2,n Un Ar, n+1, 


et le tableau 
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des coefficients des variables; soit 7 le rang de ce tableau, rang qui 
est au plus égal au plus petit des nombres n, p. Je vais montrer, 
W@une part, que, parmi les polynomes X,, X53, ..., X,», ily enar, et 
seulement 7, qui sont indépendants, et, d’autre part, que tous les 
polynomes s’expriment au moyen de ceux d’entre eux qui sont indé- 
pendants. 

Si r est nul, tous ces polynomes se réduisent a des constantes; 
aucun n’est indépendant. Supposons r>o. Parmi les polynomes 
X,, X2,..., Xp, il y en a certainement r qui sont indépendants; a 
savoir ceux qui correspondent aux lignes du tableau ot figurent les 
éléments de ce déterminant du r¥*™° ordre qui, par hypothése, n’est 
pas nul. Rien n’empéche, quitte a changer l’ordre des variables et 
des polynomes, de supposer que ce déterminant soit 


Chie Ghee oom Gap 
el A21 2,2 a2,7 
| ari &r,2 eee Apr 


Les polynomes X,, Xa, ..., X, seront alors indépendants; si 7 est 
égal a p, les p polynomes considérés sont indépendants et l’on a cer- 
tainement p <n. Supposons 7 < p; si, aux 7 polynomes indépendants 
X,, Xo, .--, X,, on associe l'un des polynomes X,,;, Xp12,..., Xn, 
par exemple le polynome X,, les r +1 polynomes X,, Xo, ..., X,, 
X, ne seront pas indépendants, puisque le rang 7 du tableau de 
leurs coefficients est inférieur d’une unité a leur nombre, et le der- 
nier X,; pourra s’exprimer au moyen des 7 premiers par une formule 


telle que 


7 
xcs = 431 XxX, + Oso Xot. Oa bsp Rept As r+, 


OU O54, G2, --+) Gir, %s,r41 Aésignent des constantes numériques 
que l’on déterminera par le procédé expliqué plus haut; les deux 
membres de l’égalité précédente sont identiques en a, 2%. ..., Xn 
quand on remplace X,, Xo, ..., X,, X; par leurs expressions expli- 
cites. En d’autres termes, X, peut étre regardé comme un polynome 
du premier degré, dont les r variables s’appelleraient X,, Xo, ..., X,. 
Je dirai, dans le méme sens, que Xs s’exprime au moyen de 
X,, X., ..., X, en sous-entendant que expression est un polynome 
du premier degré. Cette formule met en évidence la dépendance 
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des polynomes X,, X2,..., Xr, Xs, le fait que Ja valeur numérique 
de X, est déterminée quand les valeurs des polynomes X,, Xo, -.-, 
X, sont déterminées. En particulier, il est clair que, si l’on attribue 
aux variables 7,, %2, ..., Zp des valeurs qui annulent X,, Xo, ..., X,, 
la valeur de X,se réduira a %5,-41, en sorte que, Si %>-44 n’esl pas nul, 


les équations 


7 7 7 7 
Moy = Oe Ge Oe veg p= Or Mos Oo 


sont incompatibles, et que, si %s,,,, est nul, les 7 premiéres équations 
entrainent la derniére. Je rappelle que 5,4, est égal a une fraction 
dont le dénominateur est le déterminant A, et dont le numérateur est 


le déterminant du (7 + 1)'*™* ordre 


Q1,i 1,2 +++ Bip 1 n+1 | 
Bot G22 +++ Gap G@2,n+1 
{oe : 
Ari ar,2 cee Ap pp ap n+l 
As,1 &s,2 +++ Asp As n+1 


s est un quelconque des nombres 7 +1, 7+ 2,..., 2. 

Les remarques que yoici sont des conséquences faciles des expli- 
cations qui précédent : 

La condition nécessaire et suffisante pour que p polynomes du 
premier degré soient indépendants est quils soient de rang p. En 
particulier, sil y a plus de polynomes que de variables, les poly- 
nomes ne peuvent étre indépendants. 

Si p polynomes du premier degré a n variables sont de rang 7, 
r de ces polynomes sont indépendants; i] peut se faire qu’on puisse, 
avec ces p polynomes, former plusieurs systemes de 1 polynomes 
indépendants, mais on ne peut en trouver 7 +-1 qui soient indépen- 
dants, car, sil y avait un systéme de +1 polynomes qui fussent 
indépendants, ce systéme serait de rang 7+ 1 : il y aurait done un 
déterminant non nul d’ordre 7 +1 tiré du tableau des coefficients des 
n variables. En d’autres termes, le rang d’un systéme de polynomes 
du premier degré est le nombre maximum de polynomes indépen- 
dants que l’on puisse trouver parmi eux, 

Si le systéme de polynomes X,, X,, ..., Xp du premier degré en 
Ly, Ly, »+., Ln est de rang v et si X,, Xz, ..., X, sont indépendants, 
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les autres polynomes X,44, Xpyo, ..-, Mp s’expriment au moyen de 
ceux-la, comme on l’a vu, par des formules telles que 


X; => as XxX, a= aso Xo. 5S sp Xp As p+: 
Les p — r polynomes du premier degré en X,, Xs, ..., Xp 


Xs— 05,14 X— Ag Ng—.. .— Us p Mp — Ms gt 


(OS =) (RSM G Ve Oy 6 Soy Jy 


qui deviennent identiquement nuls quand on y remplace X,, Xo, .. 
X, par leurs expressions explicites en ,, 22, ..., Zp, sont indépen- 


4) 


dants, lorsqu’on y regarde les lettres X,, Xx, ..., Xp comme 
désignant des variables, comme il résulte du n° 153. Ainsi, quand le 
systeme X,, Xo, ..., Xp est de rang r<_p, il y a p—r polynomes 
du premier degré en X,, X,,..., Xp, indépendants quand on regarde 
ces lettres comme représentant des variables, et qui s’annulent iden- 
tiquement lorsqu’on remplace X,, Xz, .-., Xp par leurs expressions 
EX DACILeS Olas Vib 7g. 5 cs) Pye 

Réciproquement, l’existence d’un seul polynome du premier degré 
en X,, Xz, ..., Xp », a coefficients non tous nuls, qui devienne 
identiquement nul quand on y remplace X,, X2, ..., Xp par leurs 
expressions Z,, 22, ..., Xn, OU, ce qui revient au méme, l’existence 
d’une seule relation de la forme 


Ay Xy+ hg Xo+... thy XptaApai = oO, 


dans laquelle tous les nombres ),, Ax, ..., Apzi ne sont pas nuls, et 
qui est identiquement vérifiée quand on y remplace X,, Xz, ..., Xp 
par leurs expressions explicites en 2,, %»,..., @,, entraine la dépen- 
dance de X,, Xo, ..., Xp»; car, si, dans cette relation, le coeffi- 
cient de l'un des polynomes X,, Xz, ..., Xp n’est pas nul, la valeur 
de ce polynome-la, en vertu de lidentité supposée, est déterminée 
par la valeur de tous les autres polynomes. D’ailleurs, dans cette 
identité, les coefficients de X,, X., ..., X» ne peuvent étre tous 
nuls, puisque, s'il en était ainsi, Videntité méme exigerait que Ap4 
fit nul. 

Désignons par P,, P,, ..., Py » polynomes du premier degré en 
Dee XG, See Xp, de vrang.o, quand on y regardé Ay) X3, 0), Xp 


comme les variables; lorsque, dans P,, Ps, ..., Py, on remplace X,, 
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X,,>..., Xp par leurs expressions explicites en %,, #2, .-., Zp, les 
polynomes P,, Py, ..., P, deviennent des polynomes du premier 
degré en £1, £2, ..., Ln} si, comme je le suppose dans ce qui suit, 
les polynomes X,, Xy, ..., X, sont indépendants, les polynomes P,, 
Pave. 2+) Py, regardés comme des polynomes en @, .45,1-.-, 25) 900k 
encore de rang o. C’est ce que je vais établir. 

Supposons d’abord que P,, Po, ..., Py, regardés comme des poly- 
nomes en X,, Xs, ..., Xp, solent indépendants; Je vais montrer 
quwils sont encore indépendants quand on les regarde comme des 
polynomes en 2%, Xo, ..., Z,. En effet, on peut alors trouver des 
valeurs Aj, A», :=.;Ap, pour X;, X2,..3, X), qui fassent acquerm a 
P,, Pz, ..., Py telles valeurs que lon voudra, puis des valeurs pour 
Lyla. 5) ey GUL fassent, acquerir a IX; 4X5, «20, sp Lesavalenns 
A Agi) ns et, par suite, obs. Po... Py telles valeurs queulom 
veut. 

Si, maintenant, P,, P,, ..., Py, regardés comme des polynomes en 
X,, Xo, ..., Xp, sont de rang 9, on peut, en restant au méme point 
de yue, supposer que P,, Py, ..., Pp soient indépendants; les autres 
polynomes P,,,, Poy, ..., Py s’expriment alors au moyen de P,, 
Po, ..., Pp par des relations qui sont identiques en X,, Xg, ..., Xp, 
qui'lé “sont encore en’ @,, 2, -.., @n, quand on a remplace XG 
Xap +27) 2p par leurs’ éxpressions explicites. Mais Pj, P2, 2223 Po, 
regardés comme des polynomes en 2), #2, ..., Z,, Sont indépendants, 
d’aprés ce qu’on vient de dire; les autres polynomes P,4,, ..., Py 
dépendent de ceux-la; la proposition énoncée est donc démontrée. 

Le rang pe des polynomes P,, Po, ..., Py est égal ou inférieur a p, 
ainsi qu'il est évident lorsqu’on regarde, dans ces polynomes, 
X,, Xe,..., Xp comme les variables : ceci subsiste, lors méme que 
les polynomes (en 2, Zo, ..., Xn) X14, Xz, ..., Xp ne sont pas indé- 
pendants, car s’ils sont de rang 7, on peut, en supposant X,, Xa, . 
X, indépendants, exprimer les polynomes suivants X,4,, X;42, ---, 
Mp aumoyen-e X7, As, ..2; 47, pulsremplacer.X 3), \;.9, -ee ee 
par leurs expressions dans P,, P2, ..., Py, qui deviennent alors des po- 
lynomes du premier degré en X,, Xy, ..., X,, polynomes dont le 
rang, si on les considére comme des polynomes en X,, Xy,..., X,, ne 
peut dépasser r; or ce rang reste le méme quand on remplace les 
polynomes indépendants X,, Xz, ..., X, par leurs expressions expli- 
Ciles Cher pro. Ble on stip. 


To) 


DETERMINANTS. 39! 


Il résulte de la que p polynumes X,, Xs, ..., Xp du premier 
degré en 2, #9, ..., Z, et de rang 7, qui, comme on Ia vu, peuvent 
s’exprimer au moyen de 7 polynomes indépendants, des 7 polynomes 
X,, Xs, ..., X, par exemple, si ceux-la sont indépendanis, ne peuvent 
certainement pas s’exprimer au moyen d’un moindre nombre de poly- 
nomes, puisque, si X,, Xy,j..., X; s’exprimaient au moyen de moins 
de r polynomes, ils ne seraient pas indépendants. Le rang d’un 
systéme de polynomes du premier degré est le nombre minimum de 
polynomes du premier degré au moyen desquels ils puissent s’ex- 


primer. 


158. Ce qui précéde permet de compléter ce que l’on a dit plus 
haut de la résolution d’un systéme d’équations du premier degré. 

Placons-nous de suite dans le cas le plus général, celui ot ona 
affaire a p équations a m inconnues. Je désignerai, en conservant 
d’ailleurs les notations précédentes, par X,, Xs, ..., Xp les premiers 
membres de ces équations, et je désignerai par 7 le rang de ce 
systeme de polynomes du premier degré. 

Si rv est égal a p, les équations admettent certainement une solu- 
tion; dans ce cas, on a nécessairement nZp. Si nest égal a p, ilya 
une solution et une seule. Si le nombre n des inconnues dépasse le 
nombre p des équations, on considérera celles des inconnues dont 
les coefficients sont les éléments de ce déterminant du pi*™ ordre 
qui, par hypothése, n’est pas nul : supposons que ces inconnues 
solent 2,, £2, ..., Zp; om résoudra les équations par rapport a 
Hy, L2,..+,Lp, comme si les n — p autres inconnues £ p41, Lp42)-+sy 
Zp étaient connues, en appliquant la méthode du n° 150; c’est alors, 
dans chaque équation, un polynome en £pi4, Lpy2, +--+) La qui joue 
le rdle de terme tout connu; les expressions que l’on trouve ainsi 
pour 2,, 2, ..., Lp étant linéaires par rapport aux termes tout 
connus, sont des polynomes du premier degré en 2p44, Lp42, +--+ La- 
Dvailleurs, d’aprés le n° 150, les équations qui expriment ainsi} 
Windy, 6+, yp aw moyen dé 7 p41, Vpia, -«29 0, sont équivalentesiau 
systeme proposé; en sorte qu’on vérifie ce systeme en attribuant a 
Poti peasy La es, valeurs arbitraires et en prenant pour 7%, 
2, ++, Lp les valeurs qui en résultent et que, réciproquement, dans 
toute solution du systeme, les valeurs des inconnues doivent étre 


liges par les relations auxquelles on est ainsi parvenu. En d’autres 


392 CHAPITRE X. 


termes, les équations qui expriment %,, #2, ..., Zp au moyen de 
Hpis, Cpa, +--+, Lp» fournissent la solution la plus générale du 
systeme proposé. 

Supposons r <p; il y a, parmi les polynomes X,, Xo, .-., Xp, 7 
polynomes indépendants; je suppose que ce soient les polynomes 
X,, Xz, ..., X,, et que le déterminant des coefficients des inconnues 
X14, Ly, ..., L, dans ces polynomes ne soit pas nul; on résoudra, 
comme on vient de l’expliquer, les équations X,=0, X»=0, ..., 
X,= 0 par rapporta 2, 2, ..., Lp, qui, dans le cas ou r est inférieur 
am, s’exprimeront ainsi par des polynomes du premier degré en 
Dri, Lis, «++, €n, et ’on substituera ces polynomes, 4 la place de 
Epa, 1.4 0p, dans. les équationstestantes A510, = Oe 
X=. Les anconniies 24,,A0745) ais Ba disparatiront)diellecs 
mémes; en effet, si on désigne par X; ’un des polynomes X,4,, .-., 
Xp. on a entre ce polynome et les polynomes indépendants X,, 
X,, ..., X, une relation identique, a coefficients constants, de la 
forme 


Ny = Gp 4 Ny + pg Xg +... + As ppt As pay. 


Quand on fait la substitution, X,, Xv, ..., X, sont nuls, quelles 
ques soient les valeurs attribuées 4° %,11, Zp 2, ---, Un} Xs se réduit 
donc identiquementa la constante 7; -,,. Si lune des constantes 4,5 4, 
ot. s désigne l'un queleonque des nombres r +1, 7+ 2,..., m, n’est 
pas nulle, les équations proposées sont incompatibles; si toutes les 
constantes 4%; -,,, ou tous les déterminants du (7 +-1)'*™* ordre : 


ay a: Sos At pr 1 n+1 
2,1 -42,2 ++. Az, anit 
| 
| Api Greg +66 App Arnit 
| as As,2 sae As ir As u+1 


auxquels on donne quelquefois le nom de déterminants caracté- 
ristiques du systeme d’équations, sont nuls, les équations X,= 0, 
Api Onin ty Np Oventrainentles équa tions es; f== 0.4 7ne =O 
X,= 0: done la solution la plus générale est fournie par les expres- 
sions der@,; 29;...., @, au moyen. dé Bp, 4, Crepe, sa, Vp, quel ame 
commencé par former. 
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On noubliera pas qu’on est certainement dans le cas r <p, si 
Loma vp. 

En résumé, un systeme d’équations du premier degré peut avoir 
une solution et une seule (p =n =r), peut étre impossible (7 < p, 
un déterminant caractéristique non nul), peut admettre une infinité 
de solutions; dans ce dernier cas, la solution la plus générale s’ob- 
tient en laissant m —r inconnues arbitraires, les 7 autres s’expri- 
ment au moyen de celles-la. 


159. Les théories précédentes, relatives aux systémes de polynomes 
du premier degré et aux équations du premier degré, se simplifient 
notablement quand on suppose homogénes tous les polynomes 
auxquels on a affaire, quand on suppose que, dans les équations, les 
termes tout connus sontnuls:les équations sont dites alors linéaires ; 
au leu de l’expression polynomes homogénes du premier degré 
jemploierai expression formes linéaires. Il suffira, pour se placer 
dans ce cas, sur lequel je vais maintenant m’arréter, de supposer, dans 
les notations antérieures, que les quantités @ p44, @o,ngsy +++) Apyngs 
sont toutes nulles. Les définitions de Vindépendance et du rang 
subsistent sans modifications. 

On remarquera d’abord que, si les équations ON Gene baer 


X= 108 XS 0) Ley y= c 


sont linéaires, au sens que je viens de dire, le cas d’impossibilité ne 
peut se présenter, puisque ces équations sont évidemment vérifiées 
quand on suppose toutes les variables nulles. Au surplus, on recon- 
nait immédiatement que, dans ce cas, les déterminants que lon a 
appelés caractéristiques sont tous nuls. 

On remarquera ensuite que, si les formes X,, X2,..-., Xp sont 
linéaires en %,, %,..., Zn, il ne peut exister entre elles de relation 
identique, a coefficients constants, de la forme 


hy X4 | Woke Sree tones Np poe Ape 10)» 


sans que Ap, soit nul: en-elfet, la relation précédente doit étre 
vérifiée quand on suppose nulles toutes les variables et, par consé- 
quent, toutes les formes X,, X»,..., X»; en d’autres termes, la rela- 
tion considérée doit étre elle-méme /inéaire en X,, Xe, ..., Xp: 
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on peut done énoncer la proposition suivante : la condition nécessaire 
et suffisante pour que les formes X,, X, ..., Xp soient indépen- 
dantes est qu'il n’existe pas de constantes ),, Az, ..-, Ap non toutes 
nulles telles que Pon ait identiquement, en 21, ©, .--, Ln, 


Ay X1 + AgXo+...+ApXp=o. 


Au contraire l’existence de telles constantes est la condition néces- 
saire et suffisante pour que les formes considérées soient dépen- 
dantes. 

En particulier, si les formes X,, X2, ..., Xp sont de rang r <p et 
siles r formes X,, Xy, «.., X, sont indépendantes, les p — r autres 
s'exprimeront linéairement au moyen de celles-la, et seront nulles 
pour toutes les valeurs des variables qui annulent X,, X»2, ..., X,. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que p formes linéaires 
en £,, Lo, ---., Ln soient de rang inférieur ou égal 47 consistent en 
ce que les déterminants du (7 +-1)'*"® ordre trrés du Tableau des 
coefficients soient tous nuls. 

Revenons aux équations linéaires en £1, £2, .... Lp, 


7 es ‘a 
x = Oe MOE O, wey x — 


Supposons d’abord que les formes X,, Xz, ..., Xp soient indépen- 
dantes, ce qui exige pin. Silona p=, les équations n’admettent 
qu'une solution, a savoir la solution évidente 7,;=0, %,=0, ..., 


Ly——O: 


n équations linéaires an tinconnues dont le déterminant nest 
pas nul nadmettent pas d’autre solution que la solution ot 
toutes les inconnues sont nulles. 


Si Pon ap <n, p inconnues, dont les coefficients, dans les formes 
X,, Xo, ..., Xp, sont les éléments d’un déterminant non nul du p'*™® 
ordre, sexpriment dinéairement au moyen des n—~p autres, qui 
restent arbitraires, et lon obtient ainsi la solution la plus générale 
du systeme d’équations. Que les expressions des p inconnues au 
moyen des n —p autres soient effectivement linéaires, c’est ce qui 
résulte évidemment des formules du n° 150. 

Supposons maintenant que les p formes X,, Xy, ..., Xp soient de 
rang r<p, et que les 7 formes X,, X32, ..., X,; soient indépendantes. 
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Les » —r autres s’expriment linéairement au moyen de celles-la et 
s’annulent toutes quand les r premiéres sont nulles; le systéme ‘des 
équations proposées est équivalent au systéme 


= Oe XG =O; “5 == OF 

r inconnues s’expriment linéairement au moyen des n — 7 autres, 
et l'on obtient ainsi la solution la jplus générale des équations pro- 
posées. 

En particulier, si l’on an équations linéaires a nr inconnues, dont le 
déterminant soit nul, on peut satisfaire 4 ces équations en laissant 
certaines inconnues arbitraires. Le systéme proposé admet des solu- 
tions ot toutes les inconnues ne sont pas nulles. La condition néces- 
saire et suffisante pour que n équations linéaires 4 n inconnues 
admettent une solution ot toutes les inconnues ne sont pas nulles 
est que le déterminant de ces équations soit nul. C’est le sens précis 
qu il faut attribuer a cette proposition : la condition obtenue en écri- 
vant que le déterminant de n équations linéaires 4 m inconnues est 
nul est le résultat de |’élimination de ces nm inconnues entre les n 
équations. 

On observera qu'une proposition énoncée au n° 148 se trouve 
maintenant entierement démontrée : 


Quand un déterminant est nul, les éléments de toutes les lignes 
de ce déterminant vérifient une méme équation linéaire, dont 
tous les coefficien ts ne sont pas nuls, 


Il convient de remarquer que, si p est plus petit que n, les équa- 
tions X;==0, X,= 0, ..., X,= 0 admettent toujours des solutions 
ot les inconnues ne sont pas toutes nulles. 


160. Le cas ot lon a affaire 4 n —1 Equations linéaires a n incon- 
nues se présente fréquemment elilconvient de s’y arréter un instant. 
On a déja traité au n’ 133 des équations 


ax +by +cz=0, 


aatby+c'sz=0, 


et on a vu que la solution la plus générale de ces équations, dans le 
cas ou les trois déterminants bc! — b'c, ca'—c'a, ab'— a'b ne sont 
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pas nuls ala fois, c’est-a-dire dans le cas oti les deux formes linéaires 
égalées 4 0 sont du rang 2, s’obtenait en prenant x, vy, 2 proporuon- 
nels a ces déterminants. Ceux-ci ne sont autre chose que les mineurs 
relatifs aux éléments de la troisiéme ligne d’un déterminant du troi- 
sieme ordre dont les deux premiéres lignes sont 


Le fait que les trois mineurs, mis a la place de x, y, z, vérifient les 
équalions proposées est un cas paruculier des relations entre les élé- 
ments d’un déterminant et ses premiers mineurs (n° 144). Si Pun des 
trois déterminants est nul, sans que les trois soient nuls, l’inconnue 
qui devrait étre proporuionnelle a ce mineur est nulle. 

Si les trois mineurs sont nuls, et si l’on écarte le cas ot tous les 
coefficients sont nuls, les deux formes linéaires sont de rang 1; on 
peut résoudre l'une d’elles par rapport a une inconnue dont le coeffi- 
cient ne soit pas nul, en laissant les deux autres arbitraires, on obtient 
ainsi la solution la plus générale des équations proposées. 

Considérons maintenant trois équations a quatre inconnues 


ax +—by +cz +dt =0, 


va+tby+ecs+d't 


I 
° 


aa2+ by —c'z+d't=0, 
et supposons que le tableau des coefficients 


a b Cc d, 
GU we aE 


a uv b u Cc uv d! ; 


ou les trois formes linéaires égalées a 0, soit de rang 3. En regardant 
les trois lignes de ce tableau comme les trois premiéres lignes d’un 
déterminant du quatrieme ordre, et en désignant par A”, BY”, C”, D” 
les mineurs de ce déterminant relatifs aux éléments de la quatriéme 
ligne, mineurs qui, par hypothése, ne sont pas tous nuls, il résulte des 
identités étabhes au n° 144 que les équations proposées sont vérifiées 
quand on prend w, vy, 3, ¢ égaux a A”, B’”, C”, D” et par conséquent 
aussi, a cause de l’homogénéité des équations, quand on prend 2, 
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Y, 2, t proportionnels a A”, BY’, CQ”, D”; c’est la d’ailleurs la solution 
la plus générale ; dans cette solution, en effet, une des inconnues z, 
y, 3, ¢ doit rester arbitraire; or, on peut choisir le facteur de pro- 
poruonnalité de maniere a faire acquérir a cette inconnue telle 
valeur qu’on voudra. Si Pun des déterminants Al”, BY”, GC”, D” est 
nul sans que tous les autres le soient, cela signifie que Vinconnue qui 
lui est proportionnelle doit étre nulle. 

Si le tableau des coefficients était de rang 2, il y aurait, parmi les 
trois formes linéaires, deux formes qui seraient indépendantes, les 
deux derniéres par exemple; l'un des six déterminants du second ordre 
qu’on peut tirer du tableau de leurs coefficients, par exemple le déter- 
minant b/c” — b"c', ne serait pas nul; on résoudrait alors les deux 
derniéres équations par rapport a y et a 3; on en tirerait des for- 
mules telles que 


qui, en laissant x et ¢ indéterminés, fourniraient la solution la plus 
générale des équations proposées. Si le tableau des coefficients des 
trois formes était de rang 1, il n’y aurait qu’une forme indépendante ; 
on résoudrait l’équation obtenue en l’égalant a o par rapport a lune 
des inconnues, dont le coefficient n’est pas nul, cette inconnue s’ex- 
primerait linéairement au moyen des trois autres, qui resteraient 
arbitraires. 


§ 3. — MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 


161. Considérons les trois formes linéaires en 2,, £2, 23 


Xy = 41 LF Ayn Ho 4 4323, 
Xq = Aq) Ly + Ayg Lo + A23X3, 


X3 = 31X21 + A39L%_+ 43323, 
et supposons qu'on y remplace respecuvement 2, %2, £3 par 


buyit bar Yat Os; 
Oia V1 O29 Yat b32¥35 
OisV1 aah bo3V2+ b33.43 5 
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elles se changeront en des formes linéaires en 7, V2, 3, Savoir : 


Yy = C1, ¥i+ Cro Vat C13 V3, 
O~= Cor V1 + C29 V2 Cox V3, 
V3 = €31.V¥1 + C32, Vo C3335 
ou l’on a posé 
Cin = 411 Oy + A122 O12 + A343, 
C21 = G21 O14 + G22 O19 + G93 O13, 


C31 = 31 O41 + 32 B12 + 33 O43, 


C12 = 11 Oa + Ay2 bg2 + 443623, 
C22 = 21 ba + A229 a9 + 23 bo;, 


C32 = G31 b94 + 32 b29+ 33 ba3, 


C13 = a1 b31 + Ai b35—- 13 633, 
C23 = A213; + A22b32 + G23 633, 


C33 = 31 31 + 32 O32 + 33 33: 


solent maintenant 


Gi, G2 13 bir bin bag Cy1 C12 «C13 
A =| Go, Gog Qe3 |, B=| bo; 62. 653 |, G=| Cot Coe Cos 
431 432 433 bs, b32 bs C31 C32 C33 


Les formes Y,, Y2, Y3 en 1%, V2, 3 sont indépendantes, lorsque 
les formes X,, Xy, X3 en %,, Lz, x3 sont indépendantes ainsi que les 
formes en yi, Yo, 73 qu’on substitue a x, %2, x3 (n° 157); elles ne 
le sont pas quand les formes X,, X2, X3 ne sont pas indépendantes ; 
elles ne le sont pas non plus quand les formes en y,, 72, 73 que Von 
substitue a 2,, 2, £; ne sont pas indépendantes ; car, si ces derniéres 
formes ne sont pas indépendantes, elles peuvent s’annuler pour des 
valeurs non nulles de 74, v2, v3 et ces valeurs annulent aussi, néces- 
sairement, les formes Y,, Yo, Y3 ('). 

En d’autes termes le déterminant C n’est pas nul quand les deux 
déterminants A, B sont différents de zéro; C est nul quand |’un de 
ces déterminants est nul. En d’autres termes encore, les valeurs des 


(') On arrive 4 la méme conclusion (n° 157) en remarquant que les trois formes 
Kv Voy M3 Stant dépendantes peuvent s’exprimer au moyen de deux d’entre elles, au 
plus, en sorte que Y,, Y,, Y,, s’exprimant linéairement au moyen de deux formes, ne 
peuvent étre indépendantes. 
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coefficients a,,, ..., @32, b1,, ..., 633 qui annulent C, ou le produit 
AB, sont les mémes. 

On peut, en suivant la voie que je me contente d’indiquer, mon- 
trer que l’on a C= AB; mais je préfére établir cette égalité en par- 
tant de la facon dont le déterminant C est formé au moyen des élé- 
ments de A et de B. 


162. Chaque élément de ce déterminant C est la somme des pro- 
duits des éléments d’une ligne de A par les éléments correspondants 
d’une ligne de B; Vélément c,,, par exemple, est la somme 
Ary bs, + Ary by + Ay3 bs3 des éléments de la r*™ ligne de A respec- 
tivement multipliés par les éléments correspondants de la s'™° ligne 
de B : cet élément c,;; appartient a la r*™ ligne et a la s*™° colonne 
de C. 

Supposons C écrit explicitement, c’est-a-dire chaque lettre c,s 
remplacée par la somme a4 bs, + G2 bs2 + Gy3 bs, qu'elle représente : 
chaque élément de C est ainsi la somme de trois termes. Convenons 
de regarder, dans une méme colonne de C, dans la s'*™*, par exemple, 


41 O51 + 412053 + 43053, 
1 O51 + Aa2 O52 + 3 053, 


31 O51 + 432 D059 + 33 O53, 


les éléments écrits les uns sous les autres comme formant une colonne 
partielle, et de regarder ainsi cette s*™® colonne de Ccomme la réunion 
de trois colonnes partielles. On voit que chacune de ces colonnes 
partielles provient d’une colonne de A, dont les éléments sont tous 
multipliés par un méme élément (b5,, bs2, ou b,,) de B. 

D’apreés ce que l’on a dit au n° 146, C peut étre regardé comme la 
somme de 3><3 *« 3 = 27 déterminants, dont chacun est formé en 
associant trois colonnes partielles prises respectivement dans la pre- 
miere, la seconde, la troisieme colonne de C. L’un de ces détermi- 


nants sera, par exemple, 


A140 14 a1 528 ay Bsy 
Caby = Aon %10 428 bo Ary b3y 
a34 014 433 b28 A3y bzy 


Il a été formé en associant la «'*™® colonne partielle de la premiere 
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colonne de C, la 6*”* colonne partielle de la seconde colonne de G, la 
y™e colonne partielle de la troisiéme colonne de C; chacun des in- 
dices 2, 8, y est susceptible de prendre les valeurs 1, 2, 3. Le précé- 
dent déterminant est égal au produit de 6,462 b3y par le déterminant 


Ain 8 Hy 
Azq% 428 Gey |; 


| a @38 @3y"* 


si deux des indices 2, 8, y sont égaux, le déterminant a deux colonnes 
identiques; il est idenuquement nul. Les seuls déterminants de cette 
sorte qui ne sont pas nuls s’obtiennent en supposant distinctes les 
valeurs de a, 8, y : chacun d’eux correspond ainsi a l’un des arrange- 
ments trois a trois des nombres 1, 2, 3 : ils sont au nombre de six. 

Le précédent déterminant, si l’on suppose que a, 8, y soient les 
nombres 1, 2, 3 rangés dans un certain ordre, n’est autre chose que 
le déterminant A, dont on a rangé les colonnes dans un certain ordre ; 
pour ramener ces colonnes a occuper le méme ordre que dans A, il 
faut opérer sur les numéros ¢, 8, y un certain nombre de transposi- 
tions, nombre qui ne différe que par un nombre pair du nombre 
d’inversions qui se trouvent dans larrangement «$y. Si l’on désigne 
par ¢ce nombre d’inversions, on voit que l’on aura 


C87 =(—1)'b1q 628 bsy A; 


dans les six déterminants non identiquement nuls C,gy, qui corres- 
pondent aux six arrangements trois a trois des numéros 1, 2, 3, on 
peut mettre ainsi A en facteur, lautre facteur (— 1)/b,gb2gb3y, ol ¢ 
est le nombre d’invyersions de l’arrangement oSy, est un terme de B; 
on obtient les six termes de B en considérant successivement les six 
arrangements trois a trois; Pégalité C= BA est donc démontrée. 

La démonstration, bien que faite sur deux déterminants du 
troisieme ordre, est générale, et l’on peut énoncer le théoréme sui- 
Wane: 

Si Pon considére les deux déterminants du n*™® ordre 


G11 1g «++ Attn | | O11 Or «+. Bin 


G21 22 ses Gan B ba, bap san xs 
’ — 


one see se eee se eee eee eee 
| 


ani an2 Shela Ann | bn Ons soe Onn 
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leur produit AB peut étre mis sous forme d’un déterminant du ni” 
ordre 


| i ION GaGa ys 
C= Cor’ Cog +... Con 
— 4 
| Gn Cne Cnn | 


dans lequel chaque élément 
Crs = Am Os, + Ape Ogg... Bhan Ovyp 


s obtient en ajoutant les produits des éléments de la r*™ ligne de A 
par les éléments correspondants de la s*™ ligne de B. 


Il convient de s’habituer a appliquer cette régle, indépendamment 
de la notation précédente. On a, par exemple, 


Looe 8 az+bB aa+ b §" | 
SK = ’ 
| a! B’ | ae b'8 ay b' 8 


|aa+b0B8+erv aa’+bdBi+ecy aa’+b p+cy’ 

=S/aar0Sa-cy ao +b 8+ cy’ @a’4-b Bley’ 

| aa + bY B+ cy a’a'+ b'B'+ chy" ala! + 6" 8" + cy" 

Puisque, dans un déterminant, on peut intervertir les lignes et les 

colonnes, on voit que le produit de deux déterminants pourra s’écrire 
de facons diverses; on aura par exemple 


aztaa ab+a'e’ 
ba+b'a b8B+6'0' 


aa+ae ba+ b's 


aB+a'p’ bB+0'8' 


auzt+ba ab+b f' 


aatb'a' a b+ b'p' 


La formule qui donne Yexpression du produit de deux détermi- 
nants s’applique évidemment au carré d’un déterminant; on a, par 


ANG 26 
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exemple, 


G2 OL tao! 


e+h aa+dbb' | 


BOL 2A G25 OF GOGO Oe oe 


ou 


(ab'— a'b)? =(a?+ 6?) (a? + 6?) —(aa'+ bb’) 


=(a@+a?)(b?+ b2)—(ab +—a'b’)2: 


Oy tO Te | a+ 62 +e aa’ + bb’ + cc’ aa" + bb" + cc" 
Gi UE || SS) Ra STO Se 6" @ 20 2G CUA = ONO eC aGd 
oh! UW @ | aa’ + bb*+ cc’ aa’+b'b"+ ce ata 6% 4c? 
@+art+a® ab+tdadbtad'l! ac+acd+a'c 
=|) oso IO se 01D (ae DB? 35 OT 6e-= bie =a bee! 


ac+tacd+al be+ b+ ct#+ ce? +c” 


I] est clair que le carré d’un déterminant peut étre mis sous la forme 
dun déterminant symétrique du méme ordre. 


163. Le théoréme sur la multiplication des déterminants est 
dailleurs suscepuble d’extension. La méme loi de formation qui 
permet de déduire les éléments du déterminant produit de deux 
tableaux carrés, peut s’appliquer a deux tableaux rectangulaires com- 
prenant respectivement le méme nombre de lignes et le méme 
nombre de colonnes. 


Considérons par exemple les deux tableaux 


dont chacun comporte deux lignes et deux colonnes; on peut en 
déduire un déterminant du second ordre 


auz+bB+ey av+bs+recy' 
as 

a+b B+ey a'a'+b'p'+c'y' | 

dont chaque élément est la somme des éléments d’une ligne du pre- 

mier tableau respectivement multipliés par les éléments correspon- 


dants d’une ligne du second tableau. Ce déterminant du second ordre 
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peut étre décomposé en neuf déterminants, par un procédé analogue 
a celui que l’on a employé dans la démonstration du théoréme fon- 
damental. En n’écrivant que les déterminants qui ne sont pas nuls 
identiquement, on trouve que le déterminant proposé est égal a 


ax 6B’ Comey: Die ah 
a's EY a a’ a cy! ae b'8 1 I 
i if \ at 
8, cy Chy a, 3 ey be 
eakas 1 
Ob ey cy aa ey <b 
a b | a 6 pO | \en b ec 6s 
= a b' a! 8! a' (ou a ,. sali b' i/ I I . 
Y c y= 


En d’autres termes, on a lidentité 


(a4a+ 68 +cey)(va'+ UB + c'y')—(axv+ b8'+cy')(va+5'8+ cy) 
= (be'—b'c) (by'— By) + (ca'—c'a) (ya' —y'a)+(ab'—a'b)(a8’— 2'8); 


et, en particulier, 


(a2? + 62+ c2)(a@?2+ 62 c?)—(aa'+ bb'+ cc’)? 
=(be'— b'c)?+(ca'— c'a)?+(ab'—a'b)?, 


Cette derniére identité tient un role assez important en Géométrie 
analytique. Celle d’ou elle a été déduite permet d’ajouter, a la formule 
du n° 161 relative au produit de deux déterminants du troisiéme 
ordre, des identités intéressantes concernant les premiers mineurs du 
déterminant produit. Si, en effet, on reprend les notations de 
ce n° 161 et si l’on désigne par A,s, B,s, G,s les mineurs des déter- 
minants A, B, C relatifs aux éléments d,s, bs, Crs des déterminants 
A, B, C, on trouve sans peine la relation 


Crs = Art Bs + Aro Bsg + Arps Bos, 


qui en résume neuf autres, puisqu’on peut donner séparément aux 
indices r, 5 la valeur 1, 2, 3. 

On désigne sous le nom de déterminant adjoiné dun déterminant 
donné le déterminant du méme ordre dont les éléments sont les 
premiers mineurs du déterminant donné. 

Ainsi, en désignant, comme au n° 144, par A, B, C; A’, BY, C; 
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A", B’, C’ les mineurs du déterminant 


| G@ i. © 
Neees j Ge ola” | 
fa) Uo 


relatifs aux éléments a, b, c; a’, b', c!; a", 6b", c’; le déterminant 
y) D) » ¥} ra ) ?} b) ? 


adjoint de A sera 


mM 1B 
Dy) AW B’ (e? I, 
INP exh > (Gl 


Le produit de ces deux déterminants est 
IN GaN eee, @ MN Ges Gio Cie IN gle 1B ae CC) a” 
AD = ING) ene B'} a (4 Cc EN a} B’ 62s (GY ou ING B' (PSE Ga c 
A/a = Bb Sits ke Ae Qa B’ 6) Cie AY” Gis B’ b= (Cw Cc" 


ou, en tenant compte des identités du n° 144, 


AY OnO 
OuAW fom == TAS 
(6) A 


Si donc A n’est pas nul, on a D= A?. Cette égalité, établie pour 
toutes les valeurs de a, 6, ..., c’ qui n’annulent pas A, a lieu iden- 
tiquementen a, 0, ..:, ¢'. 

L’adjoint d’un déterminant du troisiéme ordre est égal au carré de 
ce déterminant : l’adjoint d’un déterminant du nr"? ordre est la 
puissance (7 —1)""*de ce déterminant; la démonstrauion est la 
méme. 

On a signalé au n” 135 les relations de la forme 


B/ CS BuGs = Aa, 


qui lient les premiers mineurs du déterminant adjoint de A aux élé- 
ments de A. On démontre, d’une facon générale, que tous les mineurs 
du déterminant adjoint d’un déterminant A du n™ ordre, sauf les 
éléments mémes de ce déterminant adjoint, sont divisibles par A. En 
particulier, si A est nul, tous les mineurs (sauf les éléments) du déter- 
minant adjoint sont nuls. 
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§ 4. — METHODES D’ELIMINATION D’EULER, 
SYLVESTER ET BEZOUT. 


164. Un polynome en z, de degré n, 
Aye" + Aye"! + agar? +... t An—9 v2? 4+ An 10+ An x, 


OU , @, .-., @, sont des constantes numériques a le méme aspect qu’une 
forme linéaire 4 n +1 variables, qui s’appelleraient 7, 21, v7, ..., a”, et ou 
les exposants seraient regardés comme des indices. Dans certaines questions, 
les relations qui existent entre ces variables et le fait que la premiére 7° = 1 
n'est pas une variable, n’interviennent pas. Quelques propositions de la théorie 
des systémes de formes linéaires s’appliquent ainsi a la théorie des systémes 
de polynomes en z. 

Lorsque, en se placant a ce point de vue, on considére un systéme de poly- 
nomes en 2 comme un systéme de formes linéaires en x, #1, 2, ..., le 
nombre de ces variables est le degré, augmenté d’une unité, de celui de ces 
polynomes qui a le plus haut degré; quelques-unes de ces variables man- 
queront dans ceux de ces polynomes qui seront d’un degré moindre, c’est- 
a-dire que leurs coefficients devront étre regardés comme égaux a o. Il est 
commode de regarder tous les polynomes d’un systéme comme étant d’un 
méme degré, égal ou supérieur au plus haut degré de tous ces polynomes, 
quelques—-uns de leurs premiers coefficients pouvant étre nuls. Quand on parle 
du tableau des coefficients de ce systéme de polynomes, on suppose qu ils 
soient tous écrits les uns sous les autres, de maniére que les termes de 
méme degré soient dans une méme colonne verticale, et que les coefficients 
des termes manquants soient remplacés par des zéros. S’il s’agit par exemple 
des polynomes 


Dt, 2-907, 22 —=—74=3 


le tableau des coefficients sera 


[OuO Ome! 
Ay fh, or) 
OMOmn le —les 


S’il plait de regarder les mémes polynomes comme des polynomes du 
sixiéme degré dans lesquels les termes du sixiéme et du cinquiéme degré man- 
queraient toujours, dans lesquels les variables v® et x auraient toujours des 
coefficients égaux a 0, le tableau des coefficients sera 

i @ O fi 
i 


oo. -S 
Oro, Oo 


Oo tf 1! : 
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Ce second tableau est du méme rang que le premier (n° 151). 


165. On dit que p polynomes (en x), X,, Xx, ..., Xp» sont linéairement in- 
dépendants quand il n’existe pas de constantes A;, Ax, ..-, A» non toutes 
nulles, telles que l’on ait identiquement en & 


Ay X,+ Ag Xot+. 5.0 hp Xp = Ob 


Si de telles constantes existent, les polynomes sont /inéatrement dépen- 
dants. Cette identité implique que, dans le premier membre, les coefficients 
des diverses puissances de z, et le terme indépendant de x, soient nuls sépa- 
rément. C’est exactement les mémes conditions que l’on trouyerait si lon 
considérait les polynomes comme formant un systéme de formes linéaires 
(AIR ONE E Blesais 

La condition nécessaire et suffisante pour que les polynomes Xj, Xo, ..., 
X, soient linéairement indépendants est que le tableau de leurs coefficients 
soit de rang p; la condition nécessaire et suffisante pour que les polynomes 
soient linéairement dépendants est que ce tableau soit de rang inférieur a p. 

Supposons tous les polynomes de degré inférieur a n, et regardons-les, con- 
formément a une conyention antérieurement expliquée, comme étant tous du 
degré n—1. 

Silon ap >n, les polynomes sont linéairement dépendants. Si Von a 
p=vN, le tableau des coefficients est un carré, que l’on peut regarder comme 
un déterminant; en écrivant que ce déterminant est nul, on écrit la condition 
nécessaire et suffisante pour que les polynomes soient linéairement dépen- 
dants, 

Si Pon ap <n, les conditions nécessaires et sulfisantes pour que les poly- 
nomes soient linéairement dépendants s’obtiendront en écrivant que tous les 
déterminants d’ordre p tirés du tableau sont nuls. Ces conditions étant véri- 
fiées, si l’on veut déterminer les constantes ),, Ax, ..., Ap, on a a résoudre un 
systeme d’équations linéaires dont ces constantes sont les inconnues, et qui 
admet certainement un systéme de solutions qui ne sont pas toutes nulles. 

Considérons n polynomes (en 2), X14, Xo, ..., X, tous de degré inférieur 
a7, que nous traiterons encore comme étant tous de degré n — 1; supposons 
quils aient un diviseur commun A de degré k; les quotients Y;, Yo, ..., Yn 
obtenus en divisant X;, Xo, ..., X, par A seront de degré inférieur 4 n —k; 
par conséquent n—A-+1 d’entre eux seront liés par une relation linéaire 
telle que 


A, Y¥i+ Ag Yo +... t+ An—k+it Yn-ei = oO, 


cette relation, identique en a, restera telle si l’on en multiplie le premier 
membre par A; donc n —k-+ 1 quelconques des polynomes X;, Xg, ..., Xz 
sont linéairement dépendants; par suite, le déterminant, d’ordre n, formé 
avec les coefficients des polynomes X,, Xo, ..., X,, sera au plus de rang 


n—k. 
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Quwil en soit ainsi, c'est une condition nécessaire pour que les polynomes 
X,, Xo, -.., Ny aient un diviseur commun de degré égal ou supérieur a k. 

Si, en regardant toujours les n polynomes comme étant de degré n —1, on 
convient de dire quils ont un diviseur commun de degré rectifié égal ak 
(n° 84), pour dire quils ont un diviseur commun de degré vrai k — a, et que 
les x premiers coefficients sont nuls dans tous les polynomes a la fois, en 
sorte que chacun deux soit d’un degré vrai au plus égal 4 m —a —1, on peut 
encore affirmer que le tableau des coefficients des polynomes X4, Xy, ..., Xp 
doit étre au plus du rang n —a—(k—2)=n—k pour qu’ils admettent un 
diviseur de degré rectifié égal 4 k; a fortiori cette condition doit-elle étre 
vérifiée si les polynomes ont un diviseur de degré rectifié supérieur a k, 


166. Mon but est maintenant d’obtenir, sous forme explicite, les conditions 
nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coefficients de deux 
polynomes 


SJ (@) = Ax" + a HPI +. an 124+ An, 


£(2z) = byaP + 6, xP! SO oui bpAv + bp 


pour que ces deux polynomes aient un diviseur commun de degré rectifié au 
moins égal a 7: on entend ici, par le degré rectifié d’un diviseur commun des 
deux polynomes, le degré vrai du diyiseur augmenté du nombre de coeffi- 
cients qui sont nuls @ da fois au début des deux polynomes regardés comme 
étant respectivement des degrés n et p (n° 84). Si, par exemple, le polynome 
J (az) était réellement du degré n — 3, le polynome g(a) du degré p — 2, il y 
aurait deux coefficients nuls a la fois au début des deux polynomes; alors, 
sils étaient premiers entre eux, ils devraient étre regardés comme ayant un 
diviseur commun de degre rectifié égal a 2, et, s’ils avaient un diviseur commun, 
de degré vrai égal a 3, ils devraient étre regardés comme ayant un diviseur 
de degré rectifié égal a3 +2=5. 

On a démontré au n° 84 la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynomes f(a’) et 
g(a) aient un diviseur commun de degré rectifié, égal ou supérieur a 7, est 
qu'il existe deux polynomes F,_,(z), G,—,(a), non identiquement nuls, dont 
les degrés (vrais) respectifs soient au plus égaux a nm —r, p—vr et tels que 
Von ait identiquement, en z, 


(1) LM exy de) Ae a= (Chap Ge) ir (ia) =e 


Cette identite, si on y remplace F,_,(a2) et Gp,_,(@) par des polynomes a 


J 


coefficients indéterminés 


Bop (ie) = Apel? yan App, 


Gp—r(L) = eo @P—h He py @PHPE pry 


équivaut an + p—r-—+1 équations linéaires en Ag, Ar, 6-5 An—ry oy Py eee) 
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Mp—r; les conditions cherchées s’exprimeront donc en écrivant qu'un systéme 
de n+p—r-+1 équations linéaires an + p—2r+ 2 inconnues admet une 
solution ou toutes les inconnues ne sont pas nulles. C’est ce que lon sait 
faire. 

Il revient au méme, pour obtenir ces conditions, de raisonner comme 
il suit : 

Lidentité (1) peut s’écrire . 


Mo LPT f(@)+ ty oPT! F( @) =. tpn f' (2) 
+ Mnar &(®)+ dnp © B(L) +. + ow?" B(v) = 0; 


elle exprime donc que les polynomes 
Gol (Gn. GUE HGR) Koon IA, EGR, GEE), conn GP'S (e) 


sont linéairement dépendants : en exprimant quil en est ainsi, on aura 
les conditions cherchées. Ces polynomes sont tous de degré inférieur a 
n+p—r-+t; ils sont en nombre égal a n+ p— 27 +2; on a donc a écrire 
qu'un tableau de n + p—2r +2 lignes et de n+ p— r-+1 colonnes est de 
rang inférieur an + p—2r+ 2. 

En particulier, si l’on suppose 7 =1, on aura, en écrivant que les n + p po- 
lynomes, de degré inférieur a n + p 


eP-' f(x), xP °f (x), ..0, f(%), BCL), see, wrt E(x) 


sont linéairement dépendants, la condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux polynomes f(z) et g(a) aient un diviseur commun de degré rectifié au 
moins égal a 1. Cette condition s’exprime en annulant le déterminant d’ordre 
n+p, dont les éléments sont les coefficients des polynomes précédents re- 
gardés comme des polynomes de degré n+ p —1t. 


167. Ce déterminant. dont Vintroduction est due a Sylvester, tient un réle 
essentiel dans la théorie qui nous occupe. On peut lui rattacher les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les polynomes f(a) et g(a) alent un divi- 
seur de degré rectifié au moins égal ar. 

Il faut et il suffit pour cela que Je déterminant de Sylvester soit de rang 
au plus égal a n+ p —vr. La condition est nécessaire : en effet, si l’on regarde 
les n + p polynomes 


P' FH), oe, $(@), ECL) vee, BP 1E(L) 


comme étant de degré égal a n+ p—t, on voit de suite que, si les polynomes 
J (@)et g(x) ont un diviseur commun de degré rectifié égal a r, les n + p po- 
Jynomes ont aussi un diviseur commun de degré rectifié égal a7, au sens qu’on 
a donné a ce mot a la fin du n° 166; le rang du tableau de ces coefficients des 
n-+p polynomes doit donc étre au plus égalan+p —r. 
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La condition est suffisante, car, si le rang du tableau est égal ou inférieur a 
n+ p—r, il ne peut y avoir, parmi les n+ p polynomes, plus de n+ p—r 
polynomes qui soient linéairement indépendants : n+ p—r-—+1 polynomes 
pris parmi eux, par exemple les polynomes 


me Ie ee I a) ee, Le), ECL), wee), ah, erga), 


ou les polynomes 
GE ELH), BEANE(H), .00y BCH), flH), BF(L)y -20.~ wPHr f(a) 


sont linéairement dépendants; en écrivant qu’il en est ainsi, on parvient a des 
identités de la forme 


Sp-1(@) f(x) + fn—r (@) 8 (2%) = 0, 
Hip COVES) ee par ie \fivd) =O) 


ot les deux polynomes gy 4(x), fn—-(x%), dont les degrés (vrais) respectifs 
sont au plus égaux a p—1 et a nm —v7, ne sont pas identiquement nuls tous les 
deux: de méme, les polynomes fn—1(), &p—r(@). 

Ces deux identités vont nous permettre de reconnaitre que les deux poly- 
nomes f(z), g(x) ont un diviseur commun de degré rectifié au moins égal a 7, 
par un raisonnement pareil a celui du n° 84. Supposons qu’il y ait % coeffi- 
cients nuls au début des deux polynomes /(a) et g(x) : je suppose qu’il y en 
ait exactement « au début de f(z) : il peut y en avoir davantage au début 
de g(x): cesta la premiére identité que j’aurai recours: si, au contraire, il 
y avait moins de coefficients nuls au début de g(a) qu’au début de f(z), c’est 
a la seconde qu'on recourrait. 

Si les deux polynomes gp-1(x), fn—p(@) sont premiers entre eux, on voit, 
comme au n° 84, que la premiére identité entraine lexistence d’un diviseur 
commun 6(z) aux deux polynomes f(z) et g(.r), tel que l’on ait 


S(O = faa CL) OGr), 8(2) = 8p-1(2) (2%); 


le degré vrai de 6(z) est égal a la différence entre le degré n — x de f(a) et 
le degré de f,_,( x), qui est égal ou inférieur a n — r; ilest donc égal ou supé- 
rieur a (n —4) —(n—r)=r—zZ; par conséquent, 8(a) doit étre regardé 
comme un diviseur commun a f(a) et a g(a) de degré rectifié égal ou supé- 
rieur a 7. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux polynomes /(2) 
et g(x) alent un diviseur commun de degré rectifié égal ou supérieur a 7, 
fournissent évidemment, lorsque l’un des deux coefficients @, 6) ne peut s’an- 
nuler, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux polynomes 
aient un diviseur commun de degré yrai au moins égal 4 7, On montre, dans ce 
cas, que les conditions nécessaires et suffisantes peuvent étre réduites a 7; 
mais je ne m’y arréterai pas. 
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168. Je me contente aussi dindiquer les résultats suivants qui s’établissent 
a peu prés comme ceux qui précédent. 

Supposons, en conseryant les mémes notations, que l’on ait n 2p, et posons, 
pour abréger l’écriture, 


So = 4%, £0 = 4p, 
fi =&He+ Q, i= ooxt+h, 
Se= Wek +arkt+,..+ ap, Se = by xk + bak +... + dy. 


Considérons les m polynomes, dont il est aisé de voir qu’ils sont tous de 
degré inférieur a 7, 


BL) OR ey nee hea): 
LMP fy E(@)— So f(x), w-P fi g(@)— Ei f(&), 
ar—P fy &(L)— Ba f(@), oo-y BP fy 1 &(@) — Spf (#). 


La condition nécessaire et suffisante pour que les polynomes f(x) et g(x) 
aient un diviseur de degré rectifié égal ar est que le tableau des coefficients 
des n polynomes soit de rang égal ou inférieur a nm —r. La condition nécessaire 
et suffisante pour quil y ait un diviseur commun de degré rectifié au moins 
égal a 1 s’exprime done en égalant ao un déterminant d’ordre n (détermi- 
nant de Bézout); la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait un diviseur 
commun de degré rectifié au moins égal a 2 s'exprime en écrivant que tous les 
premiers mineurs de ce déterminant soit nuls, etc. Le déterminant de Bézout 
est d’ordre moins élevé que celui de Sylvester, et il est, a cet égard, plus 
commode a manier; mais, d’un autre coté, sa forme est moins simple que celle 
du déterminant de Sylvester. 

Lorsque les conditions pour lexistence d’un diviseur commun de degré 
rectifié égal a 7 sont vérifiées, on peut toujours trouver ce diviseur commun 
en cherchant le plus grand commun diviseur des polynomes f(a) et g(x); a 
la vérité, il est Doves lorsqu’on applique lune des méthodes précédentes, 
de protien des calculs qu’on a faits pour obtenir le diviseur commun, mais Je 
ne m/’arréteral pas a cette question. 

I] convient de remarquer que les démonstrations qui précédent ne sup- 
posent en aucune facon quon ait établi le théoréme fondamental de l’Al- 
gébre (n° 111). 


169. Eliminer z entre les deux équations f(#) = 0, g(#) =o, c’est, par 
définition, trouver la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
équations aient une solution commune. S’il en est ainsi, les deux polynomes 
J(@) et g(a) ont un diviseur commun; réciproquement, si ces polynomes ont 
un diviseur commun de degré (vrai) égal a r, les deux équations /(x) = 0, 
g(v)= 0 ont r racines communes, a savoir les 7 racines du diviseur commun. 
Si les deux polynomes f(z) et g(a) ont un diviseur commun de degré 
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vrai r—a, et si les x premiers coefficients de /(2) et de g(z) sont nuls, en 
sorte que les deux polynomes aient un diviseur commun de degré rectifié égal 
ar, on dit souvent que les deux équations f(x) =0, g(#) = 0 ont r—a ra- 
cines communes qui sont finies, a savoir les racines de leur commun diviseur, 
et % racines communes infinies; cette derniére facon de parler, sur laquelle 
jaurai a reyenir, ne signifie rien de plus que ceci : les « premiers coefficients 
de f(x) et les x premiers coefficients de g(x) sont nuls. En adoptant cette 
facon de parler, on peut énoncer le théoréme suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations f(2) = 0, 
g(a) alent (au moins) une racine commune finie ou infinie, ou, si lon veut, 
le résultat de l’élimination de x entre ces deux équations, s’obtient en égalant 
ao le déterminant de Sylvester, ou celui de Bézout, formé avec les coefficients 
des polynomes f(2) et g(x). Les racines (finies) communes aux deux équa- 
tions s’obtiennent en cherchant le plus grand commun diviseur aux deux poly- 
nomes et en résolvant l’équation obtenue en égalant a o ce plus grand commun 
diviseur. 


EXERCICES. 


142. Quel est, dans le déterminant général de niéme ordre, le coefficient du 
terme dont les facteurs sont les éléments situés sur la diagonale autre que la 
diagonale principale ? 


143. Un déterminant du ni*me ordre dans lequel tous les éléments situés au- 
dessus (ou au-dessous) de la diagonale principale sont nuls est égal au produit 


des éléments de la diagonale principale. 


{44, Développer le déterminant symétrique gauche 


| ) a, E22 
| 
—2 ) uw ; / 
ay Y Le = a af, { 
E Sy SS o 9 | j 
d 
—%Z —u —# Oo 
et montrer qu'il est le carré d'un polynome en z, y, 4, ¢, u, v. 
145, Reésoudre les équations 
a+x L a v 
a+2 i 5g 
te b+a2 ae D 
Z 6+24 x =, = 
if ac c+" i 
Ds WE c+a2 
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146. On a, quels que soient 2, y, 2. 


Em ae SS ony Oe Wee ae | 
Jo BE | ARO ee ze 
Es GR BY ke AS CHI AGED AD AY 


montrer qu’on peut déterminer le nombre « de maniére que les coefficients 
des trois formes linéaires 


BP Oly SS OS OUR A IP OCS, CLD A SCI GY Us 


soient proportionnels. Le probleme admet trois solutions dont deux sont ima- 
ginaires. Décomposer le déterminant proposé en un produit de trois facteurs 


du premier degré en a, y, 2. 
147. Décomposer le déterminant 


eV ee u 


S&S Uu Xx 


eS) 


ub & 


u Ff HE MES 


en un produit de quatre facteurs du premier degré. 


448. Mettre les déterminants 


ake ok Lea) a>. 
yo ||. i (9 II 
hi @ 6 ti et ey 
I [ I 
Q@+%z2 a+y a+Z 


Q 


b+a b+y b+ 
I I I 
CIE Ee GSE Cae % 


1 sina tanga 1 sina cosa 
1 sind tangb |, 1 sinb cosé |, 
I sine tange if SING CONG 


sous forme d’un produit de trois facteurs s’annulant respectivement quand on 
suppose Oc, C= a, d= 0. 
Montrer, en s’appuyant sur lidentité a laquelle on est conduit en considé- 
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rant le dernier déterminant que, si «, 8, y sont trois nombres dont la somme 
est nulle, on a 


: : ; eee ay 
sing + sin6—+ siny—+ 4 sin sin+ sino. 
22: 2 


149. La trigonométrie fournit, entre les éléments d’un triangle, les relations 
D ’ D ) 


a= bcosC+ ccosB, 
b=ccosA+acosQG, 
e=acosB+ beosA: 


quelle relation doit-il y avoir entre A, B, C pour que les égalités précédentes, 


regardées comme des équations linéaires en a, 6, c, admettent une solution 
AUGER UCeds—10,80 ——101G —10), 


150. Montrer que les relations 


a2? + 62 +c? =1, aa'+ b'b’+ c'c'=0, 
@a?4- 624 ¢c2=1, aa + b"b +c"c =0, 
Qt 62 C2 =1, aat+bb6-—-cc=o 


entrainent, en désignant par A le déterminant 


/ b' c' 
oe! b’ cl 


a@+a*+ar%=1, be + b'c' + bc" =0, 
62+ 62+ b62=1, ca+ca'+c'a"=o0, 
c2 + c'2 + c2=1, ab+a'b'+a'b"=o0, 


inversement les six dernicres relations entrainent celles qui précédent. 
On peut prendre comme point de départ le fait que les trois équations 


aa+bb+ced=1, 
ada+b'b+cc=o0, 


ahh se b6"b Ey Ae = 0, 
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traitées comme des équations du premier degré dont les inconnues seraient a, 
b,c et dont les coefficients seraient les éléments du déterminant A, entrainent 
les relations 

CONE EN (GUN = 15%. oes (Cr 


151. D’un tableau rectangulaire de np éléments rangés dans p lignes et 


n colonnes, combien peut-on tirer de déterminants d’ordre 7, en désignant 
par 7 un nombre au plus égal au plus petit des nombres n, p? 


152. Quelle relation y a-t-il entre les polynomes 


ces il rt), Lee 
: L/% : Lv w4 lb ff % 
y=2-5-3(2-1), Je ee al Ht); 


ou a, b, c, h, p. sont des constantes différentes de 0? 

Au lieu d’appliquer la méthode développée dans le n° 153, il est plus com- 
mode ici d’employer le procédé suivant qu’on généralisera sans peine; on 
regardera les égalités précédentes comme des équations en a, y, z et X, Y, 
Z, T comme des quantités connues; on résoudra trois de ces équations par 
rapport a x, y, z et lon portera les valeurs trouyées dans la quatriéme. Les 


calculs qui suivent équivalent a ceux qu’on vient de dire. 


e+ =X42(Z41)=24+4(S—-1), 
hgh ee ent = oe (fe 
e—F=¥+5(5 1) T+ 2 (3 +1), 


(A—p)l+X—Z+i+p=0, 


(w—)= +Au(Y—T)—A—p=o0, 
X—Z+dAp(Y —T)=o0. 


Résoudre la méme question en cherchant cing nombres z, 8, y, 4, ¢ tels que 
Von ait identiquement, en a, y, 2, 


aX+6Y+yZ+6T+c=0. 


153. Soient X;, Xo, ..., Xp des formes linéaires en x1, 7%, <.., %p.-Si l'on 
connait, d’une part, la solution la plus générale des équations X,= 0, 
X,=0, ..., X,»=o et, d’autre part, une solution particuliére des équations 
X= 04, Xg= a, ..., Xp=—4&p, OW &j, Ge, ..., &) sont des nombres donnés, 


comment pourra-t-on en déduire la solution la plus générale des derniéres 


équations ? 
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154. Si les polynomes X,, X2, ..., Xp, du premier degré en x, 2, ..., 
tn, sont de rang 7, il ne peut exister plus de p— / polynomes du premier 
degré en X,, X9, ..., X,, indépendants quand on regarde ces derniéres lettres 
comme figurant des variables, qui s’annulent identiquement quand on rem- 
place Xiy AG y)..., sp par leurs expressions explicites en 21, 2, ..., @p- 


155. Si X,, Xe, ..., Xp désignent des polynomes du premier degré en x4, 
Hy, .++, Ly et Sil existe g polynomes (et non davantage) du premier degré 
en X;, Xo, ..., Xp, indépendants quand on regarde ces lettres comme figu- 
rant des variables, qui s’annulent identiquement lorsqu’on remplace Xj, 
Xs, ..., X» par leurs expressions explicites en 21, 29, ..., 2p, les p polynomes 
X,, Xo, ..., X, sont de rang p — q. 


{56. Si les polynomes X;, X5,...,X,, du premier degré en a4, %2,..., @n, 
sont de rang 7 et si l’on peut les exprimer tous au moyen de 7 polynomes 
Xi, X4,---, X> du premier degré en 2, %,..., @n par des formules telles 


que 
rT 7] eo if mee “ 
R= pg Ng yg No toto pt Opp, (C= 1,2). 5 Ps 


if 


OU 71, %;,2,... sont des coefficients constants, les polynomes X',, X4,..., X/ 


sont indépendants. 


157. Si le tableau 
vy al 41, 


Le V2 


nN 
w 


est de rang 2 et si les nombres situés dans une méme ligne de ce tableau véri- 
fient ’équation az + by +cz= 0, la solution la plus générale de cette équa- 
tion est donnée par les formules 


B= Hh+ Lolo, 
YH Nut fete, 


== 5, bl, + 4a ba, 


ty 
1 


ou 44, tg sont arbitraires. 
Si le tableau 
“1 Yr 41 Un, 


Tr, V2 4, Us, 


43 V3 53 Ug 


est de rang 3 et si les nombres situés dans une méme ligne de ce tableau véri- 
fient ’équation aw + by + cz-+ du = 0, la solution la plus générale de cette 
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équation est donnée par les formules 


B= 2,0, + Lolo t X3b3, 
LH NUbVstet+ Y3ts, 
B= £1, + Bolo + 33 ¢3, 


UuU = UW, t+ Upto Uzts, 


ou ¢), tg, ¢3 sont arbitraires. 


158. Si le tableau 
vy, 34 34 U4, 


BZ V2 Zo lg 


est de rang 2, et si les nombres situés dans une méme ligne de ce tableau véri- 
fient les deux équations indépendantes 


ax +bx+cz+du =o 
ae+r+by+es+du=o, 


Ja solution la plus générale de ces équations est donnée par les formules 


= %,,4+ Lolo, 


Y=HMat+ lela, 
B= 3,4 59 lo, 


“= Uy,¢;+ Ug to, 


ou ¢; et ¢, sont arbitraires. 


159. On considére les p équations X,= a, X,=0,..., X,= 0, linéaires en 
Gi, Go, .-., 6n; convenons de diré=qu un systeme de 7 formes Wy, Ws,0-- yl 
linéaires en ;, f,..., ¢,, vérifie ces p équations lorsque celles-ci sont vérifiées 
quelles que soient les valeurs de 4, ¢2,..., ¢ quand on y remplace respecti- 
VTE: Cig Cy oc05 2h, [Dae dln Wiha on thse 

Si les équations données sont de rang 7r< 7m, on a vu au n°? 159 que la solu- 
tion la plus générale s’obtient en laissant n — 7 inconnues arbitraires, les 
autres inconnues s’exprimant linéairement au moyen de celles-ci. Cela revient 
a dire que la solution la plus générale est fournie par un certain systéme de n 
formes linéaires de rang n — rr. Montrer que tout systéme de n formes Ty, 
To,..., Tn, linéaires en ¢, ¢o,..., ém et de rang n — r, qui vérifient les équa- 
tions proposées, en constitue la solution la plus générale. 


160. Sauf dans le cas ot lon a a= 2%, y= Yea, le polynome du premier 
degré en x, y, le plus général, qui s’annule quand on remplace a, y respecti- 
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vement par les nombres a, y; ou 2, v2 est, a un facteur numérique prés, 


xz Ve I 
| M1 ihe tis 
Hy Yo |! 


161. Lorsque le tableau 


tee Va Sa hes 
Q) CEI Es coe NG 


| r3 SAS 43 1, 


est de rang 3, tout polynome du premier degré en aw, y, 3 qui s’annule quand 
on y remplace x, y, 5 par 24, 1, 31, OU par Xz, Vo, Z2, est, Aa un facteur numé- 


rique prés, de la forme 


Hy Vox 42 1 


X3 eS 33 1 


Quelle est la forme la plus générale d’un pareil polynome quand le tableau (1) 
est de rang 2? — Ce tableau peut-il étre de rang 1? 


162. Soient (2, 71), (2, V2), (#3, v3) des nombres réels ou imaginaires. 
On considére le tableau 


2 2 
Lig aia 4) eA ed he 
LEHR Be Yo 1, 


Ph canes Ay 
aiaiaey 34 83a 3) ally 


en écartant le cas ou ce tableau aurait deux lignes identiques. 

Montrer que, lorsque 21, 71, 22, V2, %3, v3 sont réels, le tableau est de 
rang 3. 

Le rang ne peut se réduire a 2 que si les trois rapports 


TEL Spd eee pe a 


> 
L4— X3 L3— H v1 — Le 


sont égaux a voua —v. 


163. Trouver tous les polynomes de la forme 


a(v?+ y?)+ ba+ecy+d 
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ou de la forme 
any +-bxex+cy+d 


qui s'annulent quand on remplace x, y par 21, vy; OU par 2, V2 OU par %3, V3. 


164. Dans un déterminant d’ordre n, dont les lignes et les colonnes sont 
numeérotées 1, 2,..., 2, on considére le terme dont les facteurs appartiennent 
aux cases 


(a1, Br), (a2, Bo), eg ans bn), 


(hp415 G1) (&p+9, eee sey \(Oinas Gre 


ll résulte de la proposition énoncée dans l’exercice 127 que le coefficient de 
ce terme est une puissance de —1 dont l’exposant est 


A+B+ A’+ Bl+ a+ a+... +%p)+ i+ Bo+...+ Bp, 


en désignant par A, B, A’, B’ lesnombres d’inversion contenus dans les arran- 
gements 


(44, %,-.+;%p), Gap Dan tase als 


(G p45 Uh p+2, 2-+> Xn) ( Cp+ts Bpee, sey Bn). 


Montrer que la somme de tous les termes du déterminant dont p facteurs 
appartiennent a des cases qui se trouvent a la fois dans quelqu’une des lignes 
numérotées %, %, ..., 4p, et dans quelqu’une des colonnes numérotées (;, 
Goya os Op est Cgale<d 


(eat JOH o tes +O p+ Bit Bats +Bp Pps 


en désignant par P le déterminant qui se déduit du déterminant proposé en 
supprimant les lignes numérotées %)41, %p+2,--+5 % et les colonnes numé- 
rotées Bpit, Pp+2,--+, On, et par P’ le déterminant quise déduit du proposé en 
supprimant les lignes numérotées a, %2,..., %, et les colonnes numérotées ,, 


Bom wore Ops 


4165. Soit A un déterminant d’ordre n, dont les lignes et les colonnes sont 
numérotées 1, 2,..., 2. Supposons qu’on ait rangé sur une méme ligne toutes 
les v = C} combinaisons des n nombres 1, 2,..., 2 pris p a p. Chacune de ces 
combinaisons se trouve ainsi avoir un numéro d’ordre. Considérons la «‘*™¢ et 
la Bi" de ces combinaisons; soient respectivement a et 6 les sommes de ceux 
des nombres 1, 2,..., 2 qui entrent dans ces derniéres combinaisons. Soit ‘ogg 
le déterminant déduit de A en supprimant toutes les lignes dont les numéros ne 
figurent pas dans la «'*™* combinaison et toutes les colonnes dont les numéros 
ne figurent pas dans la g*”* combinaison. Soit 4,8 le produit par (—1)4+é 
du déterminant déduit de A en supprimant au contraire toutes les lignes dont 
les numéros figurent dans la «‘*™¢ combinaison et toutes les colonnes dont 
les numéros figurent dans la $*™* combinaison. 
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Ona 
Aor As 8 et choo Ao ,B easter cate: choy a oloy,,8 = Gi\ 


og Ao 11 ie? clog.,9 ov 43,2 SP ch a ology Ao8y — eA, 


en désignant par ¢ un nombre égal a o si a est différent de 8, a1sia= 8. 
Ecrire explicitement ces relations, dans le cas ot lonan= 4, p=2. 


166. On considére deux tableaux (A) et (B) comprenant p lignes et n co- 
lonnes, numérotées au moyen des nombres 1, 2,..., p, d’une part, 1, 2,..., 7 
de Vautre. Soient, en général, @,,; et b,., les éléments de ces tableaux qui 
appartiennent a la r®™* ligne et a la s**™* colonne, et soit, en désignant par a, 8 
deux des nombres 1, 2,..., p 


Ca,8 = @a,1081+ Aa,2 O8,o+... + Aa,n OB,n- 


Soit C le déterminant du p*"* ordre dans lequel cy,3 est l’élément qui appar- 
tient a la am ligne et a la Bi? colonne. I] résulte du n° 162 que, si l’on 
a m=p,le déterminant C est le produit des déterminants A, B que défi- 
nissent les tableaux (A), (B). 

Montrer que C est nul, si l’or : 

Mont Cest nul, si l’ona n 

Dans le cas ou 7 est plus grand que p, imaginons que toutes les v = C% com- 
binaisons des m nombres 1, 2,..., 7” pris p a p soient rangées sur une méme 
ligne et affectées ainsi chacune d’un numéro d’ordre. Désignons en général 
par A,, B, les déterminants du p'*™* ordre qui se déduisent respectivement des 
tableaux (A), (B) en ne conservant que les colonnes dont les numéros figurent 
dans la ri*™ combinaison, ona 


& — A,By,-+ AD Bos ee aoe AMDae 
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